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  Prefacio


  Uno de mis más grandes gozos y privilegios ha sido la redacción de una sección fija, durante un período de unos 30 años, para la revista Scientific American. Mi primer artículo, en diciembre de 1956, estuvo dedicado a los hexaflexágonos. Mi colaboración concluyó en mayo de 1986, con un trabajo sobre árboles de Steiner minimales.


  La preparación de esta sección constituyó una maravillosa incursión en el saber. A pesar de no haber seguido cursos de matemáticas en mis tiempos de estudiante en la Universidad de Chicago ―me gradué en filosofía―, las matemáticas siempre me han encantado, y de cuando en cuando lamento no haber dedicado a ellas mi carrera. Basta ojear mis anteriores libros de recopilaciones de artículos para comprobar cómo fueron adquiriendo gradualmente mayor refinamiento matemático, conforme iba aprendiendo más. No ha sido la menor de mis alegrías el haber podido conocer a muchos matemáticos, verdaderas eminencias, que generosamente me facilitaron material, y que se han convertido, desde entonces, en amigos duraderos.


  Es ésta la decimoquinta y última recopilación [publicada en la versión castellana en dos volúmenes: Huevos, nudos y otras mistificaciones matemáticas y Damas, parábolas y más mistificaciones matemáticas]. Al igual que en libros anteriores de la serie, me he esforzado en enmendar errores, ampliar y actualizar cada capítulo con un apéndice, añadir nuevas ilustraciones, y proporcionar una bibliografía más selecta y completa.


  MARTIN GARDNER


  


  1. Las maravillas de un Planiverso


  «Los científicos que estudian el planiverso son de raza nada común»


  ALEXANDER KEEWATIN DEWDNEY


  Que sepamos, el único universo que existe es el que habitamos, con sus tres dimensiones de espacio y una de tiempo. No resulta difícil imaginar, como han hecho tantos autores de ciencia-ficción, que un espacio de cuatro dimensiones pueda ser morada de organismos inteligentes. Dos dimensiones, en cambio, ofrecen tan limitados grados de libertad, que desde hace mucho se ha dado por hecho que no podrían existir en el espacio bidimensional seres inteligentes. A pesar de ello, se han realizado dos notables tentativas para describir tales organismos.


  En 1884, Edwin Abbott Abbott, un clérigo londinense, publicó una novela de intención satírica titulada Flatland (existe una traducción al español: Planilandia, Madrid, Ediciones Guadarrama, 1976). Es una lástima, pero esta «planilandia» deja al lector casi enteramente a oscuras sobre las leyes físicas que regirían en ella y sobre la tecnología desarrollada por sus habitantes. La situación mejoró mucho en 1907, al publicar Charles Howard Hinton su An Episode of Flatland. Aunque su estilo fuera poco brillante y sus personajes acartonados, la narración de Hinton aportaba los primeros indicios de la ciencia y la tecnología que serían posibles en un mundo bidimensional. Su desusado libro está, y es una lástima, agotado hace mucho, pero se puede leer sobre él en el capítulo «Flatlands» de mi libro The Unexpected Hanging and Other Mathematical Diversions (El ahorcamiento inesperado y otros entretenimientos matemáticos, Madrid, Alianza, 1991).


  En «Flatlands» escribía yo: «Resultaría muy entretenido especular acerca de la física posible en dos dimensiones, y sobre los tipos de dispositivos mecánicos sencillos que serían factibles en un mundo plano». Este comentario mereció la atención de Alexander Keewatin Dewdney, un científico informático de la Universidad Western Ontario. Algunas de sus primeras especulaciones sobre la cuestión quedaron redactadas en 1978, en un informe interno de su universidad, y poco después, en 1979, en un artículo publicado en el Journal of Recreational Mathematics vol. 12, n.° l (septiembre 1978), págs. 16-20, que se titulaba «Exploring the Planiverse». Más entrado el año 1979, Dewdney publicó también, esta vez a sus expensas, una impresionante monografía de 97 páginas, titulada Two-Dimensional Science and Technology. Aunque cueste creerlo, Dewdney verdaderamente echa los cimientos de lo que él llama un planiverso: un mundo bidimensional posible. El planiverso, que cuenta con leyes propias para la química, la física, la astronomía o la biología, se asemeja de cerca a nuestro universo (al que Dewdney denomina esteriverso) y, al parecer, no incurre en contradicciones. He de añadir que este notable logro constituye una afición amena para un matemático cuyas aportaciones profesionales serias consisten en unos 30 artículos publicados en revistas técnicas.


  El planiverso de Dewdney se asemeja al de Hinton en que tiene una Tierra, a la que llama, lo mismo que Hinton, Astria. Astria es un planeta discoide que gira sobre sí mismo en un espacio planar. Los asirianos, que caminan erectos por el contorno del planeta, pueden distinguir el este y el oeste, y arriba y abajo. No hay, como es natural, norte ni sur. El «eje» de Astria es un punto situado en el centro del planeta circular. Se puede concebir que tal planeta sea estrictamente bidimensional, o también, concederle un espesor muy pequeño, e imaginar que se mueve sin fricción entre dos planos paralelos.


  La gravitación es, como en nuestro mundo, una fuerza entre objetos que es directamente proporcional al producto de sus masas; en cambio, varía en razón inversa a la distancia lineal que los separa, y no al cuadrado de esa distancia. Suponiendo que en un planiverso la luz o la gravedad se propagan en línea recta resulta fácil comprender que la intensidad de tales fuerzas ha de ser inversamente proporcional a la distancia lineal. En la parte superior de la figura 1 podemos ver la clásica figura de los libros de texto que demuestra que en nuestro mundo la intensidad de la luz varía en proporción inversa al cuadrado de la distancia. En la mitad inferior vemos la analogía planar obvia.
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      Figura 1

    

  


  Para evitar que este caprichoso proyecto «degenerase en especulación ociosa» Dewdney adopta dos principios básicos. El «principio de semejanza» estipula que el planiverso ha de ser lo más parecido que sea posible al esteriverso. Así, un movimiento no perturbado por fuerzas exteriores ha de seguir una trayectoria rectilínea; la figura análoga de la esfera es el círculo; y así sucesivamente. El «principio de modificación» establece que en aquellos casos donde sea obligado optar entre hipótesis encontradas, cada una de ellas igualmente similar a una teoría esteriversal, se ha de elegir la hipótesis más fundamental y se ha de modificar la otra. Para determinar qué hipótesis es la más fundamental, Dewdney se basa en una jerarquización donde la física es más fundamental que la química, la química más fundamental que la biología, y así por menudo.
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      Figura 2

    

  


  Con el fin de ilustrar la interacción entre los niveles teoréticos, Dewdney examina la evolución de la grúa planiversal de la figura 2. El ingeniero que la diseñó la dotó al principio de brazos menos gruesos que los de la ilustración, pero cuando un metalúrgico le hizo notar que los materiales planares se fracturan mucho más fácilmente que sus análogos del espacio de tres dimensiones, el ingeniero proyectó unos brazos más gruesos. Posteriormente, un químico teórico, invocando a nivel más profundo los principios de semejanza y de modificación, calculó que las fuerzas moleculares son mucho más intensas de lo que se había supuesto, por lo que el ingeniero volvió a adelgazar los brazos.


  El principio de semejanza lleva a Dewdney a postular que el planiverso es un continuo tridimensional de espacio-tiempo, que contiene materia compuesta de moléculas, átomos y partículas fundamentales. La energía se propaga mediante ondas, y está cuantificada. La luz existe en todas sus longitudes de onda y experimenta refracción en lentes planares, lo que hace posibles ojos planiversales, y telescopios y microscopios planiversales. El planiverso comparte con el esteriverso preceptos básicos tales como la causalidad, la primera y segunda leyes de la termodinámica, y las leyes concernientes a la inercia, el trabajo, el rozamiento, el magnetismo y la elasticidad.


  Dewdney supone que su planiverso dio comienzo con un «big bang», y que en la actualidad se encuentra en expansión. Un cálculo elemental basado en la ley de gravitación lineal inversa hace ver que, con independencia de la cantidad de masa del planiverso, la expansión habrá de concluir y dar comienzo a una fase contractiva. El firmamento de la noche asiriana será, obviamente, un semicírculo, a lo largo del cual se encuentran dispersos puntos luminosos centelleantes. Si las estrellas poseen movimientos propios, estarán incesantemente ocultándose unas a otras. Si Astria posee un planeta hermano, en el transcurso de un período de tiempo ocultará a cada una de las estrellas del firmamento.


  Podemos suponer que Astria tiene movimiento de traslación alrededor de un sol y otro de rotación sobre sí mismo, que crea el día y la noche. En un planiverso, descubrió Dewdney, las únicas órbitas estables que pasan una y otra vez por un mismo camino son las circulares. Son posibles otras órbitas estables de formas aproximadamente elípticas, pero el eje de la elipse tiene precesión, de modo tal que la órbita nunca llega a quedar cerrada exactamente. Está por determinar si la gravitación planiversal consentiría que un satélite tuviera una órbita estable alrededor de Astria. La dificultad es debida a la gravitación del sol, y la elucidación de la cuestión requiere un trabajo análogo al de lo que nuestros astrónomos conocen como problema de los tres cuerpos.


  Dewdney analiza con detalle la naturaleza del clima astriano, valiéndose de analogías con nuestras estaciones, vientos, nubes y lluvias.


  Un río astriano sería indistinguible de un lago, salvo, quizás, porque sus corrientes podrían ser más rápidas. Una peculiaridad de la geología astriana es que el agua no puede, como en la Tierra, escurrirse alrededor de las rocas. Por consiguiente, la lluvia se acumula sin cesar tras las piedras de las laderas, tendiendo a empujarlas cuesta abajo: cuanto más leve es la pendiente, más agua se acumula y más fuerte es el empuje. Dewdney concluye que, de haber lluvias periódicas, la superficie de Astria sería insólitamente llana y uniforme. Otra consecuencia de la imposibilidad de que el agua se escurra alrededor de los obstáculos es que llegaría a quedar embolsada en el terreno, creando grandes regiones de peligrosas arenas movedizas en los huecos del planeta. Confiemos, escribe Dewdney, que la lluvia sea en Astria poco frecuente. También el viento tendría en Astria efectos mucho más graves que en la Tierra, pues, al igual que la lluvia, no puede «rodear» los obstáculos.


  Dewdney dedica muchas páginas a la construcción de una química plausible para su planiverso, tomando como modelo en todo lo que puede la materia tridimensional y las leyes de la mecánica cuántica. En la figura 3 se ofrece la tabla periódica de Dewdney correspondiente a los 16 primeros elementos planiversales. Dado el gran parecido de los dos primeros elementos con sus homólogos de nuestro mundo, son llamados hidrógeno y helio. Los 10 siguientes tienen nombres compuestos que hacen pensar en los elementos esteriversales a los que más se parecen; el litrógeno combina las propiedades del litio y del nitrógeno. Los cuatro siguientes toman su nombre de Hinton, de Abbott, y de los jóvenes enamorados de la novela de Hinton, que se llamaban Harold Wall y Laura Cartwright.
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  Figura 3


  En el mundo plano los átomos se combinan de modo natural y forman moléculas, aunque, claro está, sólo es lícito formar enlaces que sean representables mediante un grafo planar (así resulta por analogía con la inexistencia de enlaces que se intersequen en la química esteriversal). Al igual que en nuestro mundo, puede haber moléculas asimétricas que sean una imagen en el espejo de la otra, por lo que ninguna puede ser «vuelta del revés» y convertirse en la otra. Existen paralelismos sorprendentes entre la química del planiverso y el comportamiento de las capas monoatómicas de los cristales esteriversales [véase J. G. Dash, «Two-dimensional Matter», Scientific American, mayo de 1973]. Las moléculas, en nuestro mundo, pueden formar 230 distintos grupos cristalográficos, pero en el planiverso solamente pueden formar 17. Me veo obligado a pasar por alto las especulaciones de Dewdney sobre la difusión molecular, las leyes eléctricas y magnéticas, las analogías de las ecuaciones de Maxwell, y otras materias demasiado técnicas para resumirlas aquí.


  Dewdney da por supuesto que los animales de Astria están compuestos de células que se apiñan formando huesos, músculos, y tejidos conectivos análogos a los que hallamos en la biología esteriversal. No le resulta difícil hacer ver cómo se pueden estructurar estos huesos y músculos para mover extremidades que permitan a los animales reptar, deambular, volar o nadar. De hecho, algunos de estos movimientos resultan más sencillos en un planiverso que en nuestro mundo. Por ejemplo, un ser esteriversal bípedo tiene considerables dificultades para conservar el equilibrio mientras camina, mientras que en el planiverso, si el animal tiene las dos patas sobre el suelo no hay forma de que pueda caerse. Además, en el planiverso, un animal volador no puede tener alas ni necesita tenerlas: si su cuerpo tiene la forma aerodinámica necesaria, éste puede actuar como un ala (dado que el aire sólo puede pasar en torno a él bifurcándose en un plano). Los seres voladores podrían propulsarse mediante colas vibrátiles.


  Los cálculos indican asimismo que los animales astrianos tendrían, probablemente, tasas metabólicas muy inferiores a las de los animales terrícolas, ya que a través del perímetro de su cuerpo se perdería relativamente poco calor. Además, los huesos de los animales astrianos pueden ser más delgados que los de los terrícolas, pues tienen que soportar menor peso. Evidentemente, ningún ser astriano podría tener un tubo abierto que se extendiera desde la boca hasta el ano, pues en tal caso quedaría escindido en dos.


  En el apéndice de su libro The Structure and Evolution of the Universe (Harper, 1959), G. J. Whitrow aduce que en un espacio bidimensional no podría llegar a evolucionar la inteligencia, a causa de las estrictas limitaciones que impone la bidimensionalidad a las conexiones nerviosas. «En tres o más dimensiones», escribe Whitrow, «cualquier número de células [nerviosas] puede quedar interconectado por parejas sin que se crucen las conexiones, pero en dos dimensiones, el número máximo de células para las que tal es posible es sólo de cuatro.» Dewdney echa por tierra este argumento, señalando que si las neuronas tienen la posibilidad de lanzar impulsos nerviosos a través de «puntos de cruce», pueden formar redes planas tan complejas como cualesquiera del esteriverso. Las mentes del planiverso funcionarían, empero, más lentamente que las esteriversales, porque en las redes bidimensionales los impulsos encontrarían más interrupciones (existen resultados equiparables en la teoría de autómatas bidimensionales).


  Dewdney traza con detalle la anatomía de un pez astriano hembra con un saco de huevos no fertilizados entre sus dos músculos caudales. El pez posee esqueleto externo; resuelve su nutrición haciendo circular por su interior vesículas alimenticias. Si una célula está aislada, el alimento penetra en ella a través de una membrana que solamente puede tener en cada instante una abertura como máximo. En cambio, si la célula se encuentra en contacto con otras células, como en los tejidos, sí puede tener simultáneamente más de una abertura, porque las células que la rodean son capaces de mantenerla de una pieza. Es posible, claro está, ver cada órgano interno del pez o de cualquier ser vivo planiversal, de igual manera que un animal tetradimensional podría ver todos nuestros órganos internos.


  Dewdney sigue a Hinton al representar esquemáticamente a los pobladores de Astria, a quienes dibuja en forma de triángulo con dos brazos y dos piernas. Los asirianos de Hinton, sin embargo, encaran siempre en la misma dirección: los individuos masculinos, hacia el este, y los femeninos, hacia el oeste. Ambos sexos tienen los brazos en la parte delantera, y cuentan con un solo ojo ubicado en lo alto del triángulo, como se ve en la figura 4. Los asirianos de Dewdney, en cambio, tienen simetría bilateral, y disponen de un brazo, una pierna, y un ojo por cada lado, como en el centro de la ilustración. Por consiguiente, estos asirianos, lo mismo que las aves y los caballos terrícolas, pueden ver en direcciones opuestas. Naturalmente, la única forma de que un astriano pueda rebasar a otro es reptando por debajo, o saltando sobre él.
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      Figura 4

    

  


  A la derecha de la ilustración aparece un monstruo astriano de ojos saltones, cual yo lo concibo. Los apéndices de la criatura hacen el papel de brazos o de piernas, según el lado hacia el que mire, y sus dos ojos le proporcionan visión binocular. Dotados de un solo ojo, los asirianos tendrían un mundo visual básicamente unidimensional, con una percepción bastante estrecha de la realidad. Por otro lado, las distintas partes de los objetos del planiverso podrían ser distinguidas por su color, y podría crearse una ilusión de profundidad mediante el enfoque del cristalino.


  La construcción de una casa, o el segado del césped, exige en Astria menos trabajo que en la Tierra, porque la cantidad de material que se ha de manejar es considerablemente menor. No obstante, como señala Dewdney, en un mundo bidimensional quedan por resolver problemas formidables. «Si se supone que la superficie del planeta es absolutamente esencial para el sustento de las plantas y los animales, está claro que será muy poca la «superficie» astriana que podría ser perturbada sin provocar la destrucción biológica del planeta.


  
    
      	
        [image: img4.png]

      

      	
        Figura 5

      
    

  


  Por ejemplo, en la Tierra podemos construir una modesta carretera que pase a través de ricas tierras de cultivo sin destruir sino un pequeño tanto por ciento de ellas. La correspondiente carretera astriana destruirá la totalidad de las tierras por donde pase... Análogamente, las grandes ciudades consumirían muy pronto la campiña astriana. Se podría pensar que la única alternativa que tendría en Astria una sociedad tecnológica sería la subterránea.» Se ha representado en la figura 5 una casa subterránea típica, con sala de estar, dos dormitorios, y cuarto trastero. Las sillas y las mesas, plegables, están alojadas en huecos del suelo, para facilitar el paso por las habitaciones.
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      Figura 6 (arriba)
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      Figura 6 (abajo)

    

  


  Entre los muchos elementos mecánicos sencillos del mundo tridimensional que admiten análogos evidentes en Astria se cuentan barras, palancas, planos inclinados, resortes, bisagras, cuerdas, y cables (véase la figura 6 arriba). Es posible hacer rodar una rueda por el suelo, pero no hay manera de hacerla girar en torno a un eje fijo. Los tornillos son imposibles. No es posible anudar cuerdas; por la misma razón, las cuerdas nunca se enredan. Los tubos y conducciones han de tener tabiques, para mantener sus lados en su sitio; para hacer pasar algo por ellos es necesario ir abriendo los tabiques, aunque nunca todos a la vez. Es de destacar el hecho de que a pesar de todas estas estrictas restricciones sea posible construir muchos dispositivos mecánicos planos capaces de funcionar. En la figura 6 abajo, está representado un grifo diseñado por Dewdney. Para abrirlo se tira de la manilla. Esta acción separa el obturador de la pared de la espita, permitiendo que fluya el agua. Al soltar la manilla, el resorte devuelve al obturador a su lugar.
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        Figura 7

      
    

  


  El dispositivo representado en la figura 7 sirve para abrir o cerrar una puerta (o una pared). Tirando hacia abajo de la palanca del lado derecho, la cuña situada al pie es obligada a desplazarse hacia la izquierda, permitiendo así que la puerta se abra hacia arriba (llevando consigo la cuña y las palancas) al girar en una bisagra de lo alto. La puerta se puede abrir desde la izquierda empujando hacia arriba la otra palanca. La puerta se puede bajar desde ambos lados, y la cuña, ser devuelta a su lugar para estabilizar la pared, accionando una palanca en la dirección adecuada. Tanto este dispositivo como el grifo son mecanismos de bisagras planiversales permanentes, es decir, piezas circulares que giran en el interior de cavidades, pero no pueden ser extraídas de ellas.
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        Figura 8
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  En la figura 8 se ha dibujado una máquina de vapor planiversal, de funcionamiento similar a la esteriversal. El vapor a presión es admitido en el cilindro de la máquina a través de una válvula deslizante que constituye una de sus paredes (arriba). La presión del vapor hace que un émbolo se desplace hacia la derecha, hasta que el vapor pueda escapar a una cámara de almacenamiento situada por encima de él. La consiguiente pérdida de presión hace posible que el resorte plano múltiple situado a la derecha del cilindro impela al émbolo hacia la izquierda (abajo). Mientras el vapor escapa hacia la cámara de reserva, la válvula de corredera permanece cerrada, pero cuando el émbolo retorna, vuelve a abrirse, impelida hacia la derecha por un brazo cargado con un resorte.
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      Figura 9

    

  


  En la figura 9 se ha representado el ingenioso mecanismo de Dewdney para abrir o cerrar una puerta con llave. Este cerrojo planiversal consta de tres pestillos ranurados (a) que quedan alineados al insertar la llave (b), de modo que sus mitades inferiores quedan solidarias y se mueven conjuntamente al empujar la llave (c). El empuje de la llave es transmitido mediante un brazo de palanca al cerrojo principal, que empuja hacia abajo a un resbalón secundario hasta que la puerta queda libre para oscilar hacia la derecha (d). La barra del brazo de palanca y el resalte del resbalón secundario hacen que el cerrojo sea difícil de forzar. Mediante resortes de ballesta, simples o múltiples, se logra que todas las piezas de la cerradura, excepto el brazo de palanca, retornen a sus posiciones iniciales al abrir la puerta y retirar la llave. Cuando la puerta se cierra golpea contra la barra situada sobre el brazo de palanca, haciendo que también esa pieza retorne a su posición inicial. Esta cerradura plana podría ser realmente utilizada en el esteriverso; sencillamente, se inserta la llave, sin hacerla girar.


  «Resulta divertido pensar», escribe Dewdney, «que las presiones de diseño, no poco exóticas, creadas por el ambiente planiversal, pudieran hacernos reflexionar sobre los mecanismos por vías tan distintas que aflorasen soluciones completamente nuevas a problemas antiguos. Los diseños resultantes, si son esteriversalmente prácticos, invariablemente ahorran espacio.»


  Quedan por resolver miles de difíciles problemas planiversales. ¿Existirá algún modo, se pregunta Dewdney, de diseñar un motor bidimensional, sea de resortes planos o de cintas elásticas, capaz de almacenar energía? ¿Cuál será el diseño más eficiente en el planiverso de un reloj, de un teléfono, una máquina de escribir, un automóvil, un ascensor o una computadora? ¿Necesitarán ciertas máquinas un sustituto de la rueda y el eje? ¿Las habrá que exijan energía eléctrica?


  Los intentos de invención de máquinas para lo que Dewdney describe como «un universo que es, a la vez, semejante y extrañamente disímil del nuestro» producen un curioso placer. Como bien dice, «de un pequeño número de hipótesis parecen desplegarse muchos fenómenos, creando en nosotros la impresión de que este mundo bidimensional posee existencia propia. Nos descubrimos hablando, quieras que no, del planiverso, en lugar de decir un planiverso...


  Les espera a quienes se apliquen a ello con determinación, una especie de extraño gozo, como [el que siente] un explorador que se adentra en un territorio, en el que sus propias percepciones desempeñan un papel esencial en el paisaje que saluda a sus ojos».


  Hay en esta exploración aspectos filosóficos no triviales. Al tratar de construir un planiverso nos percatamos enseguida de que será imposible su construcción sin introducir una multitud de axiomas, lo que Leibniz denominó elementos «com-posibles» de cualquier mundo posible, elementos que permiten una estructura provista de coherencia lógica. Mas, como Dewdney hace notar, la ciencia, en nuestro universo, se funda sobre todo en observaciones y en experimentos, no siendo fácil descubrir axiomas subyacentes. Al construir un planiverso nada hay que podamos observar. Sólo cabe realizar experimentos gedanken (experimentos conceptuales, realizados mentalmente) acerca de lo que podría ser observado. «Lo que para el experimentalista es pérdida, es ganancia para el teorético», observa Dewdney.


  Una exposición de modelos de máquinas planiversales que funcionasen sería cosa de maravilla. Los modelos podrían ser recortados en cartón o en chapa metálica, y expuestos sobre una superficie inclinada para simular la gravitación planiversal. También son imaginables bellos dioramas en cartón de paisajes, ciudades, y casas planiversales. Dewdney ha dado inicio a un juego nuevo, que requiere conocimientos de ciencias y de matemáticas: la exploración de un vasto mundo de fantasía, sobre el que casi nada se sabe en el momento presente.


  Se me ocurre que los astrianos podrían ser capaces de practicar juegos con tableros bidimensionales, pero que les resultarían tan difíciles a ellos como a nosotros los juegos en tres dimensiones. Los imagino, pues, jugando a una variedad de juegos lineales en un «tablero» análogo a nuestro ajedrezado de 8 por 8. Se muestran en la figura 10 diversos juegos de este tipo. En la parte a, tenemos el comienzo de una partida de damas. Las piezas se mueven sólo hacia adelante, una casilla en cada tumo, y los saltos son obligatorios. El juego lineal es equivalente a una partida de damas normales en la que el juego quedase confinado a la diagonal principal de un tablero ordinario. No hay dificultad en comprender que el segundo jugador, si juega de forma racional, puede vencer siempre, y que en la versión misère, o de «entrega», en la que se juega a perder, es el primer jugador quien vence con igual facilidad. Los juegos de damas lineales resultan progresivamente más difíciles de analizar conforme los tableros se van haciendo más largos. Por ejemplo, ¿qué jugador tiene asegurada la victoria en las damas lineales con el tablero de 11 casillas, si cada jugador empieza con sus piezas en las cuatro primeras casillas de su lado del tablero?
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      Figura 10

    

  


  En la parte b de la ilustración se muestra una curiosa variante asiriana del ajedrez. Los alfiles no tienen sentido en un tablero lineal, y la reina es lo mismo que una torre, así que las piezas quedan limitadas a reyes, caballos y torres. La única modificación necesaria en las reglas es que el caballo se desplaza dos casillas en cada dirección, pudiendo saltar sobre cualquier pieza intermedia de cualquier color. Si la partida se juega racionalmente, ¿tendrá garantizada la victoria uno de los dos bandos, o acabará el juego en tablas? La cuestión es sorprendentemente delicada de responder.


  El go lineal, jugado en el mismo tablero, nada tiene de trivial. La versión que voy a describir fue inventada hace 10 años por un matemático, James Marston Henle, hoy en Smith College. Llamado «pinch» por su autor, es aquí publicada por primera vez.


  En una partida de pinch los jugadores van colocando por turno fichas («piedras») negras y blancas en las celdillas del tablero lineal, y cada vez que las piedras de uno de los jugadores dejan encerradas a las piedras del otro, las rodeadas son retiradas del tablero. En la parte c de la figura 10, por ejemplo, los dos conjuntos de piedras blancas están rodeados. El juego prosigue atendiendo a las dos reglas siguientes.


  Regla 1: No es lícito colocar una piedra en una casilla si va a quedar rodeada en ella, a menos que esa jugada sirva para rodear a un conjunto de piedras enemigas. Por lo tanto, en la situación de la parte d de la ilustración, las blancas no pueden ocupar las casillas 1,3, ni 8, pero sí la casilla 6, porque esa jugada sirve para rodear la casilla 5.


  Regla 2: No es lícito colocar una piedra en una casilla de la que fue retirada una piedra en la jugada anterior si el propósito de la jugada es el de rodear algo. Antes de efectuar tal movimiento, el jugador ha de esperar un turno por lo menos. Supongamos, por ejemplo, que en la parte e de la ilustración las negras ocupan la casilla 3 y retira las piedras blancas de las casillas 4 y 5. Las blancas no pueden jugar en la casilla 4 (con la intención de rodear la 3) en la jugada siguiente, pero sí pueden hacerlo en cualquiera de las posteriores. Sí pueden jugar en la casilla 5, porque a pesar incluso de que de esa casilla acaba de ser retirada una piedra, la jugada no sirve para rodear nada. Esta regla está concebida para reducir el número de finales por ahogo, lo mismo que la regla análoga del go.


  En el pinch de dos celdillas es obvio que el segundo jugador gana siempre. El primer jugador gana siempre las partidas con tres o cuatro casillas si ocupa la central en el caso de tres, y una de las centrales en el de cuatro. En tableros de cinco gana el segundo jugador, y en los de seis o siete casillas, puede lograrlo siempre el primero. Con ocho casillas el juego adquiere tal complejidad que puede resultar muy reñido. La fortuna cambia rápidamente de un bando a otro, y en la mayoría de los casos, el vencedor tiene solamente una jugada que le da la victoria.


  


  SOLUCIONES


  En las damas lineales de 11 casillas (posición inicial: negras en las casillas 1, 2,3, y 4; blancas en las casillas 8, 9, 10, y 11) las dos primeras jugadas son obligadas: las negras a 5 y las blancas a 7. Las negras, para no perder, han de ir a 4, y las blancas han de responder jugando en 8. Las negras se ven obligadas a 3, y las blancas, a 9. En este punto, las negras pierden si juegan a 2, pero ganan si ocupan 6. En este segundo caso, las blancas saltan a 5, y después las negras saltan a 6 y logran fácilmente la victoria.


  En el ajedrez lineal de 8 casillas, las blancas pueden ganar en un máximo de seis jugadas. De las cuatro posibles aperturas de que disponen, T × T provoca el ahogo inmediato, y es la partida más corta posible. T-5 provoca rápidamente la derrota de las blancas si las negras juegan T × T. En tal caso, las blancas han de responder C-4, y entonces las negras dan mate en su segunda jugada con T × C. Este mate es uno de los dos «mates del pastor»: las victorias más rápidas. La apertura T-4 permite a las negras dar mate en su segunda o tercera jugada si las blancas responden con C-5.


  La única apertura que da la victoria a las blancas es C-4. En tal caso, las negras tienen tres posibles respuestas:


  1. T × C


  En tal caso las blancas ganan en dos jugadas con T × T.


  2. T-5.


  Las blancas ganan con R-2. Si las negras juegan T-6, las blancas dan mate con T × C. Si las negras toman el caballo, las blancas toman la torre, las negras juegan C-5 y las blancas ganan tomando el caballo negro.


  3. C-5


  Esta jugada es la que más retrasa la derrota de las negras. Las blancas, para ganar, tienen que dar jaque con C × T, obligando al rey negro a ocupar 7. Las blancas mueven su torre a 4. Si las negras juegan R × C, el rey blanco pasa a 2, las negras están obligadas a R-7, y las blancas ganan con T × C. Si las negras juegan C-3 (jaque), las blancas mueven el rey a 2. Las negras sólo pueden mover el rey. Si juegan C-l, las blancas dan mate con C-8. Si las negras juegan C-5, las blancas, con C-8, obligan a las negras a tomar: R × C, y a continuación las blancas dan mate con T × C.


  También el primer jugador tiene la victoria en pinch de ocho casillas (el go lineal) si abre sobre la segunda casilla desde un extremo, jugada que también le da la victoria en tableros de seis o siete casillas. Supongamos que el primer jugador ocupa la casilla 2. Las únicas respuestas que le dan la victoria si su oponente juega en 3, 4, 5, 6, 7 u 8 son, respectivamente 5, 7, 7, 7, 5 y 6. Dejo al lector el estudio del resto de la partida. No se sabe si existen otras jugadas de apertura que garanticen la victoria. James Henle, inventor del juego, me asegura que el segundo jugador gana en tableros con nueve casillas. Henle no ha analizado tableros de mayor tamaño.


  ADENDA


  Mi artículo sobre el planiverso suscitó un interés enorme. Dewdney recibió varios miles de cartas ofreciéndole sugerencias sobre la ciencia y la tecnología de Planilandia. En 1979 publicó por cuenta propia una monografía titulada Two-Dimensional Science and Technology en la que exponía estos resultados nuevos. Dos años después compilaba otra monografía, A Symposium of Two-Dimensional Science and Technology. Contenía artículos de científicos renombrados, de matemáticos y de personas legas, agrupados en las categorías de física, química, astronomía, biología y tecnología. La revista Newsweek comentó estas monografías en un artículo de dos páginas, «Life in Two Dimensions» (18 de enero de 1980), y algo después aparecía en Canadá un artículo similar, titulado «Scientific Dreamers’ Worldwide Cult», en la revista Maclean’s (11 de enero de 1982). La revista Omni (marzo de 1983), en un artículo sobre «Flatland Redux», insertaba una fotografía en la que Dewdney le estrechaba la mano a un astriano.


  Dewdney recompuso todo el material en una obra maravillosa, mitad expositiva y mitad fantasía, titulada The Planiverse y publicada por Poseidon Press, una filial de Simón & Schuster. Ese mismo año, Dewdney se hizo cargo de la sección de juegos matemáticos en Scientific American (cuya edición en español es Investigación y Ciencia), cargando el acento en la informática recreativa. Varias recopilaciones de sus artículos han sido publicadas por W. H. Freeman : The Armchair Universe (1987) [traducción en español: El universo de salón, Editorial Labor, Barcelona] , The Turing Omnibus (1989), y The Magic Machine (1990).


  Los fenómenos planares constituyen hoy una activa rama de la física. Se están investigando las propiedades de superficies cubiertas por películas de espesor monomolecular, así como en una variedad de efectos electrostáticos y electrónicos bidimensionales. La exploración de posibles mundos planos guarda relación también con la tendencia filosófica llamada «mundos posibles». Los más vehementes defensores de este movimiento llegan a sostener que si un universo es lógicamente posible ―es decir, está libre de contradicciones lógicas― entonces es tan «real» como el universo en el que florecemos.


  En Childhood's End, Arthur Clarke describe un planeta gigante donde la gravedad es tan intensa que ha obligado a la vida a evolucionar hacia seres casi planos, cuyo espesor vertical es de un centímetro.


  La siguiente carta de J. Richard Gott III, astrofísico en la Universidad de Princeton, fue publicada en Scientific American (octubre de 1980):


  Me sentí interesado por el artículo de Martin Gardner sobre la física de Planilandia, pues durante algunos años he venido proponiendo a los estudiantes de mi curso de relatividad general el problema de deducir la teoría de relatividad general correspondiente a Planilandia. Los resultados son sorprendentes. No se obtiene como límite campo-débil el resultado análogo al de la teoría newtoniana (masas con campos gravitatorios decrecientes en proporción a 1/r). En Planilandia, la teoría de relatividad general no predice ondas gravitatorias ni acción a distancia. En Planilandia, un planeta no produciría efectos gravitatorios más allá de su propio radio. En nuestro espacio-tiempo tetradimensional el tensor energía-momento tiene 10 componentes independientes, mientras que el tensor de curvatura de Riemann tiene 20 componentes independientes. Así pues, resulta posible hallar soluciones para las ecuaciones de campo en el vacío (donde todas las componentes del tensor energía momento son iguales a 0) que tienen una curvatura no nula. Entre los ejemplos se cuentan las soluciones del tipo agujero negro y la solución campo-gravitatoria exterior a un planeta. Ello posibilita las ondas gravitatorias y la acción a distancia. Planilandia tiene un espacio-tiempo tridimensional, en el cual el tensor energía-momento tiene seis componentes independientes, y el tensor de curvatura de Riemann tiene, asimismo, sólo seis componentes independientes. En el vacío, donde todas las componentes del tensor energía-momento son iguales a cero, todas las componentes del tensor de curvatura de Riemann tienen también que ser iguales a cero. No están permitidas ni la acción a distancia ni las ondas gravitatorias.


  El electromagnetismo de Planilandia, en cambio, se comporta justamente como sería de esperar. El tensor de campo electromagnético en el espacio-tiempo tetradimensional tiene seis componentes independientes, que pueden ser expresadas como campos vectoriales E y B, de tres componentes cada uno. El tensor de campo electromagnético en un espacio-tiempo tridimensional (Planilandia) tiene tres componentes independientes: un campo vectorial E con dos componentes, y un campo escalar B. Existe radiación electromagnética, y las cargas tienen asociados campos eléctricos que decrecen en proporción 1/r.


  A continuación, reproduzco otras dos cartas publicadas en el mismo número. John S. Harris, del departamento de lengua inglesa de la Universidad Brigham Young, escribió:


  Al examinar los dispositivos planiversales de Alexander Keewatin Dewdney en el artículo de Martin Gardner dedicado a la ciencia y la tecnología en un universo de dos dimensiones, me llamó la atención la semejanza de los mecanismos con el cerrojo de la pistola militar Mauser de 1895. Esta notable pistola automática (que tuvo muchas variantes posteriores) no contaba con pasadores ni tornillos en sus partes funcionales. Todo su funcionamiento se basaba en superficies que actuaban como levas, y en articulaciones bidimensionales (a las que Dewdney llama bisagras). De hecho, los mecanismos de cierre de muchas grandes armas de fuego, en especial, las del siglo XIX, se atienen a principios sustancialmente planiversales. Pueden verse ejemplos en los dibujos del libro Book of Pistols and Revolvers de W. H. B. Smith.


  Gardner propone una exposición de máquinas recortadas en cartón, y así era exactamente como trabajaba aquel genio de las armas de fuego que fue John Browning: esbozaba las piezas de una pistola en papel o en cartón, recortaba con tijeras las piezas individuales (solía llevar unas tijeras pequeñas en el bolsillo del chaleco), y después le decía a su hermano Ed, «Hazme una pieza como ésta». Ed le preguntaba, «¿Cómo de gruesa, John?» John se lo indicaba juntando las yemas del índice y el pulgar, y Ed medía la separación con un calibrador y construía la pieza. El resultado es que prácticamente cada una de las piezas que componen los alrededor de 100 diseños de Browning es, en esencia, una figura bidimensional dotada de espesor.


  Esta planiversalidad de los diseños de Browning es la razón de que muchos de ellos hayan sido abandonados. Dewdney, en su entusiasmo hacia el planiverso, afirma que «tales dispositivos inevitablemente ahorran espacio». También son demasiado caros de fabricar. Los diseños de Browning tenían que ser manufacturados por máquinas perfiladoras: fresadoras que seguían el perfil de una leva. Tales diseños, en cuanto a costos de fabricación, no pueden competir con los tornos automáticos, las troqueladoras, las estampadoras, o las moldeadoras por extrusión. Así pues, aunque los diseños de Browning tienen un maravilloso atractivo estético, y aunque funcionan con una deliciosa suavidad, prácticamente todos han dejado de ser fabricados. Su construcción es, sencillamente, demasiado cara.


  Stefan Drobot, un matemático de la Universidad Estatal de Ohio, tenía esto que decir:


  En el artículo de Martin Gardner, tanto éste como los autores que Gardner cita parecen haber pasado por alto el siguiente aspecto de un «planiverso»: toda comunicación por medio de un proceso ondulatorio sería, en tal universo, imposible. Ello es consecuencia del principio de Huygens, que expresa una propiedad matemática de las soluciones (fundamentales) de la ecuación de ondas. Más concretamente, una señal nítida de tipo impulsional (representada por una «función delta») que tenga origen en un cierto punto, se propaga en un espacio de tres dimensiones espaciales de forma esencialmente diferente de aquélla en que se propaga en un espacio de dos dimensiones espaciales. En espacio tridimensional, la señal se propaga según una onda esférica con frente nítido, sin cola ni estela. Tal propiedad hace posible la comunicación por medio de un proceso ondulatorio, porque es posible diferenciar dos señales consecutivas separadas por un tiempo breve.


  En un espacio con dos dimensiones espaciales, por otra parte, la solución fundamental de la ecuación de ondas representa una onda que, si bien posee también un frente nítido, va acompañada de una cola de longitud teóricamente infinita. Un observador situado a una distancia fija de la fuente de la señal percibiría el frente que llega (sonido, luz, etc.) pero después seguiría percibiéndola, aunque su intensidad iría decreciendo con el tiempo. Tal hecho haría imposible la comunicación mediante cualquier proceso ondulatorio, porque no permitiría distinguir dos señales consecutivas. De forma más práctica, tal comunicación exigiría un tiempo muchísimo mayor. Esta carta no podría ser leída en el planiverso, a pesar de ser (casi) bidimensional.


  Mis juegos lineales de damas y de ajedrez suscitaron muchas canas interesantes. Abe Schwartz me aseguró que en el escaqueado de 11 celdillas, también ganan las negras si el juego es «a entregar». I. Richard Lapidus propuso modificar el ajedrez lineal intercambiando las posiciones de la torre y el caballo (la partida es tablas), añadiendo más casillas, añadiendo peones capaces de capturar avanzando un espacio, o por combinación de las tres modificaciones. Si el tablero es lo bastante largo, sugiere que se dupliquen las piezas ―dos caballos, dos torres― y se añadan varios peones, permitiendo además que avancen dos pasos en la salida, como en el ajedrez ordinario. Peter Stampolis propuso la sustitución del caballo por dos piezas llamadas «cabafiles», pues combinan rasgos de los movimientos del caballo y del alfil. Uno de los cabafiles se desplaza solamente por las casillas blancas, y el otro, sólo por las negras.


  Evidentemente, son muchos otros los juegos que se prestan a variantes lineales; por ejemplo, el reversi (también llamado Otelo), o el Phutball de John Horton Conway, descrito en Winning Ways, una obra en dos volúmenes de Elwyn Berlekamp, Richard Guy y John Conway.
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  2. El solitario búlgaro y otras tareas en apariencia sin fin


  ¡Con inútil empeño,


  sin pausa, eternamente,


  hace Sísifo rodar


  su piedra monte arriba!


  HENRY WADSWORTH LONGFELLOW


  The Masque of Pandora


  Tiene usted una cesta que contiene 100 huevos y suficiente provisión de cartones de embalaje. Su tarea consiste en colocar todos los huevos en los cartones. Un paso (o movimiento) consiste en colocar un huevo en uno de los cartones, o en retirar un huevo de un cartón y devolverlo a la cesta. Ha de proceder así: después de colocar sucesivamente dos huevos en sus envases, tiene que retirar uno de ellos de alguno de los cartones y devolverlo al cesto. Aunque esta forma de empaquetar huevos sea poco eficiente, es obvio que acabaremos por colocarlos todos.


  Supongamos ahora que el cesto puede contener cualquier número finito de huevos. De ser lícito que el número inicial de huevos sea arbitrariamente grande, la tarea no es acotada. Sin embargo, en cuanto sea especificado cuantos huevos hay al empezar, queda establecida una cota superior finita para el número de pasos necesarios para realizar la tarea.


  La situación cambia radicalmente si las reglas permiten la devolución al cesto de un número cualquiera de huevos en el momento que se desee. Ya no existe una cota superior sobre el número de pasos necesarios para llevar a término la tarea, ni siquiera aunque la cesta contenga inicialmente sólo dos huevos. Según sean las reglas, la tarea de envasar un número finito de huevos puede tener fin necesariamente, o ser una tarea de las que no pueden tenerlo, o de aquellas otras en las que podemos nosotros optar por que sean de duración finita o infinita.


  Vamos a considerar ahora varias entretenidas tareas matemáticas que tienen la característica siguiente: parece intuitivamente obvio que nos sería posible posponer la conclusión de la tarea tanto como se quiera, cuando en realidad no hay modo de impedir que tenga término en un número finito de movimientos.


  Nuestro primer ejemplo está tomado de un artículo de Raymond M. Smullyan, filósofo, escritor, y profesor de lógica. Supongamos que tenemos un número infinito de bolas de lotería, marcadas, cada una, con un entero positivo, y supongamos que para cada número entero sea infinita la colección de las bolas que lo portan. Disponemos también de una caja que contiene una cantidad finita de bolas numeradas. La tarea consiste en vaciar la caja. Cada paso consiste en retirar una bola y sustituirla por un número cualquiera de bolas de menor rango. Las únicas excepciones son las bolas rotuladas con un 1. Como ninguna bola tiene rango más bajo, las bolas marcadas 1 no pueden ser reemplazadas.


  Es sencillo vaciar la caja en un número finito de pasos. Basta sencillamente reemplazar cada bola mayor que 1 por otra de valor 1, hasta que solamente queden bolas con el número 1. Entonces se retiran todas de una vez. No obstante, las reglas nos permiten también reemplazar una bola de rango mayor que 1 por cualquier número finito de bolas de rango inferior. Podríamos, por ejemplo, retirar una bola de rango 1.000 y reemplazarla por un billón de bolas de rango 999, con 10 billones de bolas de rango 998, con 100 billones de rango 997, y así sucesivamente. De este modo, el número de bolas de la caja crecería de forma inimaginable en cada paso. ¿Nos será posible prolongar sin límite el vaciado de la caja? Por increíble que pueda parecer en un principio, no hay modo de impedir que la tarea tenga fin.


  Observemos que el número de pasos necesarios para vaciar la caja es no acotado en un sentido mucho más fuerte que lo era en el juego de los huevos. No solamente no existe cota para el número de bolas con el que se comienza, sino que, cada vez que se retira una bola de rango mayor que 1, tampoco hay límite para el número de bolas con las que podemos reemplazarla. Tomando prestada una frase de John Horton Conway, el procedimiento es «ilimitadamente ilimitado». En cada estadio del juego, con tal de que la caja contenga una bola que no sea del número 1, es imposible predecir cuántos pasos serán necesarios para extraer de la caja todas las bolas, menos las marcadas 1 (si todas las bolas son de rango 1, la caja quedará vacía, como máximo, en tantos pasos como bolas 1 haya). Sin embargo, por muy sagaz que sea nuestro plan de reemplazo de bolas, la caja acabará vacía al cabo de un número finito de movimientos. Hemos de suponer, desde luego, que aunque no inmortales, sí vamos a vivir lo bastante para concluir la tarea.


  Smullyan expone este sorprendente resultado en un artículo, «Trees and Ball Games», en Annals of the New York Academy of Sciences, vol. 321 (1979), págs. 86-90. Se ofrecen varias demostraciones, entre ellas, un razonamiento sencillo por inducción. No me es posible mejorar la exposición de Smullyan:


  Si todas las bolas de la caja son de rango 1, es evidente que el juego está perdido. Supongamos que el rango más alto de las bolas de la caja sea 2. Entonces, al empezar, tenemos un número finito de «doses» y un número finito de «unos». No es posible estar extrayendo unos eternamente; así pues, antes o después tendremos que extraer alguno de nuestros doses. Tendremos entonces un 2 menos en la caja (aunque, posiblemente, muchos más unos que al empezar). Pero, como antes, no podemos estar sacando eternamente unos, así que llegará un momento en que habremos de extraer otro 2. Comprendemos ya que al cabo de un número finito de pasos será precio eliminar el último de nuestros doses, y entonces volvemos a estar en la situación en que sólo hay unos. Sabemos ya que en tal situación el juego está perdido. Este razonamiento demuestra que el proceso ha de tener fin si el rango más elevado presente es 2. Ahora bien, ¿qué sucedería si el rango más alto fuera 3? No podremos estar eternamente extrayendo bolas de rango ≤ 2 (¡lo acabamos de demostrar!); por lo tanto, antes o después habremos de extraer un 3. Y más adelante, como antes, otro 3, y así, hasta que sea extraído el último 3. El problema se reduce entonces al caso anterior, en el que el rango máximo presente es 2, caso que ya hemos resuelto.


  Smullyan demuestra también que el juego termina construyendo un modelo en forma de grafo arborescente. Por grafo arborescente, o «árbol» para abreviar, se ha de entender un conjunto de segmentos lineales, cada uno de los cuales conecta dos puntos, y ello de modo tal que cada punto quede conectado mediante un camino de segmentos único con un punto especial, la llamada raíz del árbol. El primer paso de un juego con bolas, el llenado de la caja, se modeliza representando cada bola mediante un punto, rotulado con el número de la bola y conectado por una línea a la raíz del árbol. Cuando una bola es reemplazada por otras bolas de rango inferior, se borra el número de aquélla, y las nuevas bolas, indicadas por un nivel más alto de bolas numeradas, se conectan al punto de dónde la bola fue retirada. El árbol va así creciendo regularmente hacia arriba, representando siempre sus «hojas» o puntos extremos (puntos que no son la raíz y que están conectados únicamente a un segmento) a las bolas que hay en la caja en esa fase del juego.


  Smullyan demuestra que si este árbol llegara a hacerse infinito (es decir, tuviera una infinidad de puntos), contendría al menos una rama infinita que se extendería ilimitadamente hacia lo alto. Esto, empero, es manifiestamente imposible, porque a lo largo de cada rama, los números que rotulan sus nodos decrecen sin cesar y por consiguiente han de acabar en 1. Dado que el árbol es finito, el juego que modeliza ha de tener fin. Lo mismo que en la versión con bolas, no hay forma de pronosticar cuántos serán los pasos necesarios para completar el árbol. En ese estadio, cuando el juego resulta acotado, todas sus hojas llevan el rótulo 1. El número de estos puntos marcados 1 puede, desde luego, superar al de los electrones del universo, o a cualquier otro número, por grande que sea. Pero el juego no es el castigo de Sísifo. Es seguro que ha de concluir al cabo de un número finito de jugadas.


  El teorema básico de Smullyan, que él fue el primero en modelizar mediante un juego con bolas, se deduce de teoremas relativos a la ordenación de conjuntos, que se remontan a los trabajos de Georg Cantor sobre los números ordinales transfinitos. Está emparentado de cerca con un profundo teorema relativo a conjuntos infinitos de árboles finitos que fue demostrado por vez primera por Joseph B. Kruskal, y después, en forma más sencilla, por C. St. J. A. Nash-Williams. Más recientemente, Nachum Dershowitz y Zohar Manna han utilizado razonamientos similares para demostrar que ciertos programas de ordenador, que comportan operaciones «ilimitadamente ilimitadas», han de acabar por detenerse.
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  Un caso particular del juego con bolas de Smullyan queda modelizado numerando un árbol finito de abajo hacia arriba desde la raíz, como en la figura 11, arriba. Nos está permitido podar cualquier hoja cortando el segmento o peciolo que la sostiene, y añadir después al árbol tantas ramas nuevas como queramos, y en el momento que queramos, con tal de que todos los puntos nuevos sean de rango inferior al del suprimido. Por ejemplo, en la figura de abajo de la ilustración se muestra un posible rebrote tras la eliminación de un punto de rango 4. A pesar de que en cada tajo pueden nacer en el árbol billones de billones de ramas nuevas, al cabo de un número finito de tajos el árbol acabará siendo talado. A diferencia del juego con bolas más general, no podemos eliminar aquí cualquier punto que queramos, sino sólo los puntos extremos (las hojas), pero dado que cada punto es reemplazado por puntos de rango inferior, el teorema de las bolas de Smullyan es aplicable. El árbol puede hacerse inconcebiblemente frondoso tras cada tajo, pero se parecerá cada vez a un arbusto, en el sentido de que siempre se va acercando más al suelo, hasta acabar desapareciendo.


  Una forma más complicada de talar un árbol fue propuesta por Laurie Kirby y Jeff Paris en The Bulletin of the London Mathematical Society, vol. 14, parte 4, n.° 49 (julio de 1982), págs. 285-293. A su grafo lo llama hidra. Sus hojas son las cabezas de la hidra; Hércules desea destruir al monstruo por decapitación total. Cuando una cabeza es seccionada, el segmento asociado cae con ella. Desafortunadamente, la hidra, tras el primer tajo, adquiere una o varias cabezas nuevas haciendo crecer una rama nueva desde un punto (llamémoslo k) situado un paso por debajo del segmento perdido.


  Esta rama nueva es copia exacta de la parte de hidra que se extiende hacia arriba desde k. En la figura superior derecha de la figura 12 podemos ver la hidra después de que Hércules le haya cercenado la cabeza indicada por la espada en la figura superior izquierda.


  Para Hércules, la situación se vuelve cada vez más desesperada, porque cuando da su segundo tajo, son dos las copias que crecen justo por debajo del segmento cercenado (figura 12, abajo, a la izquierda). Y tres son las réplicas que crecen tras su tercer tajo (figura 12, abajo, a la derecha), y así sucesivamente. En general, tras cada n-ésima sección crecen n réplicas. No existe forma de rotular los puntos de la hidra de manera que su crecimiento se corresponda con el juego de bolas de Smullyan; no obstante, Kirby y Paris logran demostrar, mediante un razonamiento basado en un notable resultado de teoría de números descubierto por el lógico británico R. L. Goodstein, que, con independencia de la secuencia de tajos con los que Hércules vaya cercenando las cabezas, la hidra acaba siendo reducida a un conjunto de cabezas (de las que puede haber millones, incluso aunque la forma inicial de la bestia sea sencilla) que se hallan todas directamente unidas a la raíz. Entonces pueden ser eliminadas una por una, hasta que la hidra perece, totalmente decapitada.
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  Una forma útil de abordar el juego de la hidra consiste en concebir el árbol como modelo de un conjunto de cajas encajadas. Cada caja contiene todas las cajas que se pueden alcanzar por desplazamiento hacia lo alto del árbol, y está rotulada con el número máximo de niveles de encaje que contiene. De este modo, en la primera figura de la hidra, la raíz es una caja de rango 4. A su izquierda, e inmediatamente sobre la raíz, tenemos una caja de rango 3, y a su derecha hay una caja de rango 2, y así sucesivamente. Todos los puntos terminales son cajas vacías, de rango 0. Cada vez que es eliminada una caja 0 (una cabeza de la hidra), la caja situada inmediatamente debajo se duplica (con todo su contenido), pero cada uno de los duplicados, así como la caja original, contiene ahora una caja vacía menos. Con el tiempo nos vemos obligados a empezar a reducir rangos de cajas, lo mismo que los rangos de las bolas en el juego con bolas. Un razonamiento por inducción, similar al de Smullyan, demostraría que al final todas las cajas quedan vacías, tras lo cual son eliminadas de una en una.


  Debo esta explicación a Dershowitz, quien señala que ni siquiera es necesario que la hidra limite su crecimiento a un número consecutivamente creciente de nuevas ramas; es permisible que, tras cada tajo, rebroten, en número finito, tantas duplicaciones como se desee. Puede que ello le exija a Hércules mucho más tiempo para exterminar al monstruo, pero si continúa tajando sin desmayo, no hay modo de impedir la muerte de la hidra. Fijémonos en que la hidra, por mucho que se ensanche, nunca se hace más alta. Algunos de los más complicados programas de crecimiento analizados por Dershowitz y Manna pueden traducirse en grafos que ganan en altura al tiempo que se ensanchan, y en tales árboles todavía es más difícil demostrar que dan fin.


  Nuestro siguiente ejemplo de tarea que parece que ha de proseguir indefinidamente, cuando en realidad no puede hacerlo, es conocido como problema de los 18 puntos. Se empieza con un segmento rectilíneo. Sobre él se sitúa un punto donde se quiera. Entonces se sitúa un segundo punto, de manera que cada uno de los dos puntos se encuentre en diferente mitad del segmento (por mitades ha de entenderse «intervalos cerrados», lo que significa que los extremos del intervalo forman parte de él). Se sitúa un tercer punto de manera que cada uno de los tres se encuentre en diferente tercio de la línea. En este estadio resulta obvio que los dos primeros puntos no pueden ser tomados con total libertad. No pueden, por ejemplo, hallarse muy próximos en el centro de la línea, ni tampoco pegados ambos a un extremo. Han de ser cuidadosamente situados, de manera que cuando sea añadido un tercer punto cada uno de los tres se encuentre en diferente tercio del segmento. Se prosigue de igual modo, situando cada n-ésimo punto de forma que los primeros n puntos ocupen siempre diferentes 1/n-ésimas partes de la línea. Si se eligen cuidadosamente las ubicaciones de los puntos, ¿cuántos podremos situar sobre un segmento?


  Parece, intuitivamente, que tal número habría de ser ilimitado. Es evidente que un segmento rectilíneo puede ser dividido en tantas partes iguales como se quiera, y que cada una puede contener un punto. La dificultad estriba en que, para cumplir las condiciones exigidas, los puntos han de estar numerados en sucesión. ¡Resulta, y esto es lo asombroso, que es imposible pasar de 17 puntos! Por grande que sea nuestra astucia al ir situando los 17 puntos, el decimoctavo habrá de infringir las reglas, y el juego concluirá. De hecho, no es fácil llegar siquiera a situar 10 puntos. Podemos ver en la figura 13 una forma de colocar seis.
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  Este inusitado problema apareció por vez primera en One Hundred Problems in Elementary Mathematics (Problema 6 y Problema 7) del matemático polaco Hugo Steinhaus (Basic Books publicó una traducción al inglés en 1964; se dispone ahora una reimpresión en rústica, de Dover). Steinhaus da una solución con 14 puntos y añade, en una nota al pie, que M. Warmus ha demostrado que el número máximo es 17. La primera demostración publicada, de Elwyn R. Berlekamp y Ronald L. Graham, figura en el artículo de ambos titulado «Irregularities in the Distributions of Finite Sequences», en Journal of Number Theory, vol. 2, n.° 2 (mayo de 1970), págs. 152-161.


  Warmus, un matemático de Varsovia, no publicó su demostración, que es más breve, hasta seis años después, en la misma revista (vol. 8, n.° 3 (agosto de 1976), págs. 260-263). Presenta una solución con 17 puntos, y añade que existen 768 configuraciones para tal solución, o 1536 si se consideran diferentes las que tienen sus puntos en orden inverso.


  Nuestro último ejemplo de tarea que concluye súbitamente y contra lo que la intuición espera se presta a traducción en juego de cartas. Su origen es desconocido, pero Graham, que me lo refirió, dice que los matemáticos europeos lo llaman «el solitario búlgaro» por razones que no llegó a descubrir. Las sumas parciales de la serie 1 + 2 + 3 + ... reciben el nombre de números triangulares, porque corresponden a formaciones triangulares, como los peones del juego de bolos, o las 15 bolas del billar americano. La tarea concierne a cualquier número triangular de cartas de la baraja. El número máximo que podemos tomar de una baraja francesa normal es 45, que es la suma de los nueve primeros números naturales.


  Forme un mazo de 45 cartas, divídalo en tantas pilas como quiera, con un número arbitrario de cartas en cada una. Puede dejar una sola pila de 45 cartas, o repartir el mazo en dos, tres, o más montoncitos, cortando por donde quiera; puede, incluso, dar 44 cortes y formar 45 pilas de una carta cada una. Tome una carta de cada montón y coloque sobre la mesa todas las cartas retiradas, formando una pila nueva. No es preciso que las pilas estén en hilera: puede colocarlas donde quiera. Repita el procedimiento, formando otra pila, y así repetidamente.


  Conforme la estructura de las pilas va cambiando irregularmente, parece improbable que llegue a alcanzarse una situación en la que haya exactamente una pila con un naipe, una pila con dos, una con tres, y así sucesivamente, hasta una con nueve. Si llegáramos a alcanzar este improbable estado, sin quedar atrapados en bucles que hagan retornar el sistema a estados anteriores, sería preciso que el juego se diera por terminado, pues en tal caso su estado no podría variar. La repetición del procedimiento deja a los naipes exactamente con la misma distribución consecutiva que antes tenían. Y para sorpresa nuestra, resulta que, con independencia del estado inicial del juego, es seguro que será alcanzado en un número finito de pasos el estado de montones consecutivos.


  El solitario búlgaro constituye un procedimiento para modelizar problemas nada triviales de teoría de particiones. Las particiones de un número natural n son todas las formas en que un entero positivo puede ser expresado como suma de enteros positivos, sin que importe el orden de los sumandos. Por ejemplo, el número triangular 3 tiene tres particiones: 1 + 2,1 + 1 + 1 y 3. Al descomponer un mazo de cartas en un número arbitrario de pilas, con cualquier número de cartas en cada pila, se está formando una partición del mazo. El solitario búlgaro constituye un procedimiento para transformar unas particiones en otras, a base de restar uno de cada número de la partición y añadir después un número igual al número de unos sustraídos. No es evidente que este procedimiento vaya a dar siempre una cadena de particiones, sin repeticiones, que termine produciendo finalmente la partición consecutiva. Me han dicho que fue demostrado por vez primera en 1981, por el matemático danés Jorgen Brandt; pero no conozco su demostración ni tampoco sé si ha sido publicada.


  El solitario búlgaro correspondiente a un número triangular cualquiera de naipes puede ser transformado en un grafo arbóreo, cuya raíz esté rotulada con la partición consecutiva, estando todas las demás particiones representadas por los puntos del árbol. En la figura izquierda de la figura 14 se muestra el sencillo árbol correspondiente al juego de tres naipes. En la figura de la derecha vemos el árbol, no tan trivial, correspondiente a las 11 particiones de seis naipes. El teorema que afirma que todo juego del solitario terminará en la partición consecutiva es equivalente a que todas las particiones de un número triangular se puedan representar mediante un grafo arbóreo conexo, en el que cada partición se encuentra un paso por encima de su sucesiva en el juego, y con la partición consecutiva en la raíz del árbol.
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  Observemos que el punto más elevado del árbol para seis cartas se encuentra a seis pasos de la raíz. Esta partición, la 1, 1, 2, 2, corresponde al caso inicial «más desfavorable». Es fácil comprender que el juego ha de terminar en no más de seis pasos, cualquiera que sea la partición de salida. Se ha conjeturado que todo juego ha de terminar en no más de k(k ‒ 1) pasos, siendo k el entero positivo que aparece en la fórmula (1/2)k(k + 1) que da el valor del número triangular. El año pasado, Donald E. Knuth, profesor de informática en la Universidad de Stanford, pidió a sus alumnos que verificasen la conjetura mediante ordenador, cosa que lograron para valores de k menores o iguales que 10. Es casi seguro que la conjetura es verdadera, pero hasta ahora la demostración no se ha dejado capturar.


  En la figura 15 podemos ver el árbol correspondiente al solitario búlgaro correspondiente a 10 naipes (k = 4). Hay ahora tres casos más desfavorables en lo más alto, que distan cada uno 12 pasos de la raíz. Observemos también que el árbol tiene 14 puntos terminales. Los llamaremos particiones del Edén, pues a menos que se comience con alguna de ellas, jamás se presentan al jugar. Se trata de aquellas particiones cuyo número de partes supera en 2 o más al más alto número de partes.
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  En la ilustración de la izquierda de la figura 16 se puede ver la forma habitual de representar mediante un diagrama de puntos la partición 1, 1, 2, 3, 3, en la cúspide del árbol. Haciendo girar 90 grados esta configuración, y trasponiéndola por simetría, se convierte en la mostrada a la derecha. Sus filas dan ahora la partición 2, 3, 5. Se dice que tales particiones son, cada una, conjugada de la otra. La relación de conjugación es, evidentemente, simétrica. Las particiones invariables por conjugación se llaman autoconjugadas. En el árbol de 10 naipes hay exactamente dos de tales particiones: la raíz, y la 1, 1, 1, 2, 5. Al emparejar por conjugación las particiones restantes se presenta a lo largo del tronco una regularidad sorprendente. Las particiones se emparejan como indican las letras. Esta simetría se presenta a lo largo del tronco principal de todos los «árboles de Bulgaria» investigados hasta ahora.
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  Si tal simetría fuese válida para todos los árboles de este tipo, tendríamos una forma sencilla para determinar el caso pésimo en la cima: sería el conjugado de la partición (siempre hay solamente una) situada justo sobre la raíz. Un procedimiento más rápido aún para hallar la cúspide del árbol es añadir a la raíz el prefijo 1 y disminuir en una unidad su último número.


  La «operación búlgara» puede ser traducida a un diagrama, suprimiendo la columna de la izquierda en la configuración de puntos, girando 90 grados la columna eliminada y añadiéndola como fila. Sólo los diagramas de la forma 1, 2, 3, 4... quedan inalterados en este proceso. Si se logra demostrar que ninguna secuencia de operaciones sobre una partición puede devolver un diagrama a su estado primitivo, se habrá demostrado que los grafos de todos los juegos búlgaros son arbóreos, y deben por consiguiente terminar cuando se alcance su raíz.


  Cuando el juego se efectúa con 55 cartas (k = 10) hay 451.276 formas de particionarlas, y sería difícil dibujar el árbol. Incluso el árbol de 15 cartas, con sus 176 puntos, requiere la ayuda de un ordenador. Mas, ¿cómo han sido calculados tales números? Se trata de una historia larga y fascinante. Pongamos que las particiones estén ordenadas, con lo que 3, por ejemplo, tendría cuatro particiones ordenadas (llamadas, por lo común, «composiciones»): 1 + 2; 2 + 1; 1 + 1 + 1 y 3. Resulta que la fórmula para el número total de composiciones es simplemente 2n‒1. Pero cuando las particiones están desordenadas, como en el caso del solitario, la situación se vuelve increíblemente más confusa. Y aunque existen muchos métodos recursivos para el recuento de particiones desordenadas, que se valen en cada etapa del número de particiones conocidas para todos los valores anteriores, no ha sido posible lograr una fórmula asintótica exacta hasta tiempos recientes. El gran progreso fue debido al matemático inglés G. H. Hardy, en colaboración con su amigo indio Srinavasa Ramanujan. Su fórmula asintótica, no totalmente exacta, fue perfeccionada por Hans A. Rademacher en 1937. La fórmula de Hardy-Ramanujan-Rademacher es una serie infinita de aspecto amedrentador, que se vale, entre otros ingredientes, del número π, de raíces cuadradas, de raíces de números complejos y derivadas de las funciones hiperbólicas. George E. Andrews, en su clásico texto sobre la teoría de particiones, dice que se trata de una «identidad increíble» y «uno de los logros cimeros» en la historia de esta materia.


  La secuencia de particiones correspondiente a n = 1, n = 2, n = 3, n = 4, n = 5, y n = 6 es 1, 2, 3, 5, 7, 11; cabría esperar que la siguiente fuese 13, el siguiente número primo. Lástima, es 15. Tal vez, entonces, todas las particiones sean impares. Pues no, la siguiente es 22. Uno de los problemas profundos de la teoría de particiones, pendiente de solución, consiste en averiguar si cuando n aumenta, el número de particiones pares y el de impares tiende a ser el mismo.


  Quizás piense el lector que la teoría de particiones es poco más que un entretenimiento de matemáticos. Permítame terminar diciendo que una cierta forma de representar conjuntos de particiones mediante diagramas, con ayuda de las tablas numéricas llamadas tablas de Young, ha llegado a ser enormemente útil en física de partículas. Pero ése es otro cantar.


  ADENDA


  Muchos lectores me han enviado demostraciones de que el solitario búlgaro ha de terminar en k(k ‒ 1) pasos, y la demostración fue posteriormente dada en varios artículos citados en la bibliografía. Ethan Akin y Morton Davis comenzaban su artículo de 1983 como sigue:


  ¡Condenado Martin Gardner! Uno está tan tranquilo con sus cosas cuando llega Scientific American como si fuera un virus. Pasa uno de todo, y se pone a luchar contra la infección causada por uno de sus fascinantes problemas. En el número de agosto de 1983 nos introdujo en el solitario búlgaro.
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  3. Divertirse con huevos - Parte I


  Esférico


  (más no del todo) Hermético


  (sin cierre, pero estanco) Y blanco.


  MAY SWENSON


  Así comienza «En el desayuno», una composición de ocho extravagantes estrofas dedicadas a la acción de cascar y tomar un huevo pasado por agua. El poema continúa: «Un liso milagro/tengo en la mano./¿Salido de la manga?/La forma de esta caja/me tiene en... elipsis».


  ¿Qué escultura natural y simple más grata a la vista y al tacto puede haber que un huevo de gallina? Este objeto es, por uno de sus extremos, más agudo que por el otro; su preciosa forma ovalada varía ampliamente de uno a otro ejemplar. La forma del huevo de gallina puede ser imitada matemáticamente mediante una pléyade de curvas algebraicas cerradas, cuyas ecuaciones son de grado pequeño. Las más sencillas son los óvalos de Descartes, una familia de curvas ovoides descubiertas por este matemático y filósofo francés del siglo XVII. Al igual que la elipse puede ser fácilmente construida con dos alfileres y un trozo de cordel, también ciertos óvalos cartesianos pueden ser trazados de ese modo.


  En la figura 17 se muestra cómo trazar una elipse manteniendo tenso un bucle triangular de hilo (los mejores son los de nilón, por su mínimo rozamiento) con la punta de un lápiz. Dado que la suma de los segmentos AP y BP de la ilustración no puede variar, este método garantiza que la curva sea el lugar geométrico de todos los puntos cuya suma de distancias a los dos focos A y B permanece constante.


  En la figura 18 vemos cómo engendrar un óvalo cartesiano por un método parecido. Ahora el hilo ha de formar un bucle en torno al alfiler B, y el extremo libre se sujeta a la punta del lápiz. Manteniendo el hilo tenso se puede trazar la mitad superior del óvalo. La mitad inferior puede ser construida de igual manera invirtiendo el montaje del hilo.
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        Figura 17

      

      	
        Figura 18

      
    

  


  Como es obvio, este método genera una curva que es el lugar geométrico de todos los puntos cuya distancia a A, sumada con el doble de su distancia a B, es constante. Descartes generalizó la curva haciendo que fuese constante la suma de m veces la distancia a A más n veces la distancia a B, siendo m y n números reales. La elipse y la circunferencia son casos particulares de los óvalos cartesianos. En la elipse, m es igual a n, y n es igual a 1. La circunferencia es una elipse en la que la distancia entre los focos se reduce a cero.


  En el óvalo de la figura, m es igual a 1 y n vale 2. Haciendo variar la distancia entre los focos, la longitud del hilo o ambas cosas, resulta posible trazar un número infinito de óvalos cartesianos en los que todos los multiplicadores estén en la razón 1: 2. En la figura 19 se indica la forma de construir una familia de óvalos cartesianos cuyos multiplicadores estén en la razón 2: 3. En este caso, uno de los focos se halla fuera del óvalo. Desde luego, la técnica del hilo solamente funciona si m y n son números positivos y no muy grandes, para que los bucles del hilo no produzcan excesivo rozamiento.
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  Muchos físicos eminentes, entre ellos Christian Huygens, James Clerk Maxwell e Isaac Newton, quedaron fascinados por los óvalos cartesianos, debido a lo inusitado de sus propiedades ópticas de reflexión y refracción. En 1846, en la Regia Sociedad de Edimburgo se dio lectura a un artículo de Maxwell: «On the Description of Oval Curves and Those Having a Plurality of Foci». El físico escocés había redescubierto por su cuenta los óvalos de Descartes. Empero, Maxwell fue más allá todavía, al generalizarlos a curvas con más de dos focos. Maxwell no pudo presentar en persona su trabajo a la Regia Sociedad, porque sólo contaba 15 años, y era tenido por demasiado joven para presentarse ante tan esclarecida audiencia (este artículo del joven Maxwell está recogido en el libro The Scientific Papers of James Clerk Maxwell, publicado por Dover).


  Entre los muchos óvalos que nos recuerdan a huevos de ave, por ser más redondeados en uno de sus extremos, se cuentan los conocidos óvalos de Cassini. Un óvalo de Cassini es el lugar geométrico de todos los puntos cuyo producto de distancias a dos puntos fijos es constante. No todos los óvalos de Cassini tienen forma ovoide, pero cuando la tienen, se presentan por pares que apuntan en sentidos opuestos.


  Las propiedades físicas de los huevos de gallina dan ocasión para cierto número de trucos de ilusionismo. Los lectores que decidan realizar los «experihuevos» siguientes los encontrarán, a buen seguro, entretenidos y con evidente interés científico.


  Entre todos los trucos con huevos el más antiguo es, sin duda, lograr que se sostenga sobre una punta. Se dice que Cristóbal Colón lo consiguió presionándolo lo bastante como para aplastar ligeramente su extremo. Una solución más elegante consiste en depositar sobre una mesa o un mantel blanco un poquito de sal, equilibrar el huevo sobre la sal, y eliminar después, soplando ligeramente, toda la sal a excepción de unos pocos granos invisibles, los necesarios para mantener el huevo en pie (en el capítulo 18 de mi Carnaval matemático [Madrid, Alianza, 1995] se examinan con cierto detalle los superhuevos de Piet Hein, cuerpos macizos que se mantienen en pie sin trucos ni artimañas).


  De hecho, con paciencia y buen pulso, no es demasiado difícil dejar en pie un huevo sobre su extremo más romo en una superficie irregular, como una acera o un mantel. Tal ejercicio llegó a adquirir proporciones de manía colectiva en ciertos lugares. Por ejemplo, el número del 9 de abril de 1945 de la revista Life describía cómo la manía de poner huevos en pie hacía estragos en Chungking. Según cierta creencia popular en China, durante el Lu Chun, primer día de primavera en el calendario chino, resulta más fácil conseguirlo.
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  En la figura 20 podemos ver un antiguo e impresionante truco para poner en equilibrio huevos de punta, que se vale de un corcho, una botella y dos tenedores. Se vacía una de las puntas del corcho, dándole forma cóncava para que se adapte perfectamente al huevo. Los tenedores han de ser largos y de mango pesado, y el gollete de la botella, plano, como el de algunos refrescos. Aun así, se pueden tardar muchos minutos en lograr una estructura estable. Como es posible que el huevo se caiga varias veces antes de conseguir dejarlo en equilibrio, más vale usar huevos duros. Logrado el precario equilibrio, quienes no estén familiarizados con las leyes físicas sobre centros de gravedad lo encontrarán asombroso e incomprensible.


  Poner un huevo en pie es el secreto para ganar en un viejo juego. El juego requiere una gran cantidad de huevos casi idénticos. Dos jugadores van, por turno, colocándolos uno por uno sobre una mesa cuadrada o circular. Pierde el primer jugador que no pueda situar un huevo más sin desplazar a otro. El jugador que actúe en primer lugar puede ganar siempre poniendo en pie el primer huevo en el centro de la mesa. Después, en cada turno, bastará que coloque su huevo simétricamente opuesto a donde lo haya situado su adversario.


  Como el interior de un huevo crudo es viscoso, debido a la inercia del líquido no es fácil lograr que el huevo gire sobre sí mismo apoyado en un costado, e imposible hacerlo rotar apoyado en un extremo. Tenemos así una forma sencilla de distinguir un huevo fresco de uno cocido: sólo el huevo duro puede hacer de trompo sobre una punta. Menos conocido es el truco siguiente con huevos crudos. Se hace girar el huevo sobre un costado lo más rápidamente posible, y después se lo para en seco por un instante con la punta de un dedo. Se retira el dedo rápidamente. La inercia del interior, que sigue en rotación, hará que el huevo arranque lentamente y se ponga a girar otra vez.


  A Charlie Miller, un ilusionista amigo mío, le encanta ejecutar un truco sorprendente con un huevo duro. Comienza explicando que el huevo puede girar sobre un costado (mientras lo hace girar lentamente) y, también, hacer un trompo sobre una punta (y así lo demuestra al público), pero que solamente el arte de un mago logra conseguir que efectúe ambos tipos de giro en el curso de una sola maniobra. En ese instante, con un impulso vigoroso, lo hace girar sobre el costado. Casi todos los huevos, y especialmente los que fueron mantenidos de punta durante la cocción, empiezan girando un cierto tiempo, para luego, de repente, hacer un trompo en posición vertical (puede verse una explicación en la reedición de Dover de Spinning Tops and Gyroscopic Motion: A Popular Exposition of Dynamics of Rotation, por John Perry, y en la sección «Taller y Laboratorio» de Jearl Walker, en Investigación y Ciencia, diciembre de 1979).


  Rara vez se ejecuta hoy el más vistoso de todos los trucos de hacer girar cáscaras de huevo, quizás, porque requiere largo tiempo, y tal vez, porque es más fácil aprender de quien sabe realizarlo ya que ir siguiendo instrucciones escritas. Se necesita una bandeja redonda de borde liso. De la cáscara de un huevo abierto se separa un trozo del tamaño aproximado de una moneda grande. No importa que los bordes estén mellados; el trozo ha de tomarse del costado del huevo, no de los extremos.
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  Se sumerge un momento la bandeja en agua, se coloca el trozo de cáscara en su borde y se la inclina con el ángulo que vemos en la figura 21. La cáscara debería empezar a girar. Si ahora hacemos girar la bandeja entre las manos, manteniéndola en el mismo ángulo, la cáscara girará con una velocidad sorprendente al tiempo que va recorriendo precariamente el borde del plato. Para lograr hacerlo bien es necesario ensayar con varios trozos de cáscara, hasta acertar con uno que posea el equilibrio y convexidad necesarios. Pero en cuanto se le coge mano, no hay dificultad en repetir tan sorprendente prodigio cuantas veces se quiera. Aunque el truco está explicado en viejos libros de malabarismos, parecen ser pocos los ilusionistas que conocen su existencia.
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  El secreto en que se funda la siguiente apuesta es la inercia. Provéase de un cuchillo de cocina, de punta bien aguzada, manténgalo vertical, y suspenda media cáscara sobre la punta, como se muestra en la figura 22. Entregue el cuchillo a otra persona e invítela a que perfore la cáscara golpeando con el mango sobre una mesa o tabla de cocina. Cada vez que lo intente la cáscara rebotará indemne; usted, en cambio, podrá romperla a voluntad. El secreto consiste en sujetar levemente la hoja con la mano. Haga como que golpea con fuerza (en realidad está dejando caer el cuchillo por su propio peso), de modo que impacte en la tabla y rebote. Este imperceptible rebote hace que la punta del cuchillo perfore la cáscara.


  Cuando está intacta, la cáscara que envuelve al huevo es de una fortaleza muy notable. Es sabido que sujetando un huevo entre las palmas de las manos, con los extremos apoyados en su centro, resulta casi imposible romper el huevo por presión, ni siquiera entrelazando los dedos. No tan conocido es lo difícil que resulta romper un huevo crudo lanzándolo hacia lo alto y dejándolo caer en hierba. El número del 18 de mayo de 1970 de la revista Time daba cuenta de una tanda de experimentos de este tipo, realizados en Richmond, en Inglaterra, después de que el director de una escuela lo hiciera ante sus alumnos. Un bombero de la localidad dejó caer huevos crudos a la hierba desde lo alto de una escala de más de 20 metros. De 10 huevos sobrevivieron siete. Un oficial de la RAF se encargó de que un helicóptero dejase caer huevos sobre el césped de la escuela desde unos 45 metros. De una docena y media sólo se rompieron tres. El Daily Express contrató una avioneta Piper Aztec para que bombardease en picado un campo de aviación, sobre el que lanzó cinco docenas de huevos a una velocidad de casi 250 kilómetros por hora. Tres docenas quedaron indemnes. Pero cuando fueron lanzados al Támesis huevos desde el puente de Richmond, las tres cuartas partes de ellos se rompieron. «Esto demuestra» ―dijo el profesor de ciencias de la escuela― «que el agua es más dura que la hierba, pero menos que el cemento.»


  La fragilidad de un huevo al caer sobre una superficie dura es el tema de un antiguo poemita sobre Humpty-Dumpty que se enseña en los parvularios, y que vuelve a contar Lewis Carroll en Through the Looking-Glass. También sirve para una broma pesada. Apuéstele a alguien unas monedas a que no es capaz de hacer pasar los dedos índice y pulgar a través de la rendija desde el otro lado de una puerta, por encima de la bisagra superior, y sostener en esa posición un huevo crudo durante 30 segundos. En cuanto haya asido el huevo, coloque el sombrero de la víctima directamente debajo del huevo, váyase, y olvídese del pobre.


  El mejor de los trucos con huevos que tienen fundamento científico es uno muy conocido, en el que la presión del aire hace que un huevo duro pelado se introduzca en una botella de leche de vidrio y luego lo obliga a salir sin lesionarlo. La boca de la botella tiene que ser sólo un poco más estrecha que el huevo; no se debe usar un huevo demasiado grande o una botella de boca demasiado pequeña. Es imposible hacer que el huevo se cuele en la botella empujándolo. Para lograr que el huevo pase por la boca es necesario calentar el aire contenido en la botella; lo mejor es dejar la botella, destapada y en posición vertical, en agua hirviendo durante algunos minutos. Tape la botella con el huevo, colocándolo bien derecho sobre la boca, y retire la botella del calor. Al enfriarse, el aire de la botella se contrae y crea una depresión que succiona al huevo pelado y lo lleva al interior. Para sacar el huevo se invierte la botella, de modo que el huevo quede encajado en el cuello. Ajuste usted bien los labios contra la boca de la botella y sople vigorosamente. De este modo se comprimirá el aire de la botella. Cuando usted deje de soplar el aire se expandirá, empujando el huevo a través del cuello y haciéndolo caer en sus manos atentas.


  En muchos libros antiguos se propone una variante más elaborada todavía, que usa un huevo duro con su cáscara. El huevo duro se deja en maceración en vinagre caliente durante varias horas, hasta que la cáscara se reblandezca y flexibilice. Inserte el huevo en una botella por el procedimiento antes descrito y déjelo a remojo en agua fría toda la noche. La cáscara se endurecerá. Vierta el agua de la botella y tendremos una especie de milagro con la que dejar estupefactos a los amigos. Ocurre, sin embargo, que nunca he tenido éxito cuando lo he intentado. La cáscara se ablanda, es cierto, pero al mismo tiempo parece hacerse porosa, lo que impide que se forme el vacío (tendré mucho gusto en recibir noticias de lectores que hayan conseguido embotellar estos «huevos a la vinagreta»). Pero, con independencia de que el truco funcione o no, el fracaso en realizarlo es el tema central de uno de los cuentos cortos más divertidos y agudos de Sherwood Anderson. Se titula «The Egg» («El huevo») y puede verse en su libro The Triumph of the Egg.


  El cuento está narrado por un muchacho. Sus padres, que antes tenían una granja avícola miserable, han comprado un restaurante al otro lado de la carretera de la estación de ferrocarril de Pickleville, no lejos de Bidwell, en Ohio. El padre se tiene por buen animador. En una noche de lluvia, el único cliente es un joven llamado Joe Kane, que aguarda la llegada de un tren retrasado. El padre piensa entretenerle ejecutando su truco favorito.


  «Voy a calentar este huevo en esta cazuela de vinagre», le explica a Joe. «Después lo haré pasar por el cuello de una botella sin romper la cáscara. Cuando el huevo esté dentro recuperará su forma normal, y la cáscara volverá a endurecerse. Entonces le regalaré la botella con el huevo dentro. Podrá usted llevarla consigo allá a donde vaya. A la gente le picará la curiosidad y querrá saber como logró meter el huevo en su interior. No se lo diga. ¡Que se devanen los sesos! ¡Ya verá cuánto se divertirá!»


  Joe, al ver al padre sonreírle y guiñarle un ojo, piensa que el buen hombre es un chiflado, aunque inofensivo. El vinagre reblandece la cáscara, pero al padre se le olvida un detalle esencial: calentar la botella.


  «Mi padre estuvo luchando mucho rato, tratando de hacer pasar el huevo por la embocadura... Trabajó tozudamente, y una especie de terca determinación se apoderó de él. Cuando creía que por fin iba a consumar su hazaña, el tren retrasado entró en la estación, y Joe Kane echó a andar despreocupadamente hacia la puerta. Mi padre hizo un último y desesperado esfuerzo para vencer al huevo y lograr que hiciera lo que iba a establecer su reputación de persona amena, capaz de entretener a los clientes de su restaurante. El huevo se obstinaba. Si no por las buenas, entraría por las malas. Maldijo, mientras el sudor le perlaba la frente. El huevo se le deshizo entre las manos. Y en el momento en que su contenido le salpicaba las ropas, Joe Kane, que se había parado en la puerta, se volvió y se echó a reír.»


  Rugiendo de rabia, el padre toma otro huevo y lo arroja contra Joe, fallando por poco. Después echa el cierre al restaurante hasta el día siguiente, y sube renqueando hasta la vivienda, donde su esposa y su hijo se han despertado a causa del ruido. Lleva un huevo en la mano y sus ojos brillan con furia demente. Deposita cuidadosamente el huevo en la mesilla de noche y rompe a llorar. El muchacho, conmovido por la pena de su padre, llora con él.


  Los buenos cuentos tienen la facultad de convertirse en alegorías. ¿Qué representa el huevo? Yo pienso que a la naturaleza, al huevo órfico, al vasto mundo que no depende de nuestras mentes, sin obligación alguna de amoldarse a nuestros deseos. Si logramos comprender sus leyes matemáticas, podremos controlarlo en una medida increíble, como atestiguan la ciencia y la tecnología modernas. Pero si no llegamos a comprenderlas, o si las dejamos de lado, la naturaleza puede ser tan malévola como Moby Dick, la ballena blanca, o el blanco huevo de la tragedia que Anderson refiere.


  Un huevo es un huevo. Es un pequeño objeto geométrico dotado de una hermosa superficie geométrica. Es un microcosmos que obedece a todas las leyes del universo. Y es, al mismo tiempo, algo que es mucho más complejo y misterioso que un canto rodado. Es un receptáculo extraño, sin tapa ni costuras, que contiene el secreto de la vida misma. Así prosigue May Swenson en su poema:


  La hoja


  rapa


  limpiamente


  la tapa


  de sus sesos.


  Temblorosos.


  Levemente


  la cuchara


  los rebana.


  ¿Qué es más importante, el huevo o la gallina? ¿Es la gallina, como dijo Samuel Butler, un mero instrumento con el que un huevo produce otro huevo? ¿O será a la inversa?


  «Me desperté al amanecer», concluye su relato el narrador de Anderson, «y durante mucho tiempo estuve contemplando el huevo que yacía en la mesilla. Me pregunté por qué habrían de existir huevos y por qué del huevo salió la gallina que a su vez puso el huevo. La pregunta se me ha metido en la sangre. Allí se ha instalado, presumo, porque yo soy el hijo de mi padre. Sea como fuere, el problema sigue enquistado en mi mente, sin solución. Y eso, concluyo, no es sino otra prueba del triunfo final y completo del huevo... al menos en lo que a mi familia se refiere.»
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  4. Divertirse con huevos - Parte II


  Tanto material se ha ido acumulando en mis archivos sobre el tema de los huevos, que he pensado que bien merecían éstos un capítulo nuevo, en lugar de unos extensos complementos al anterior.


  En nuestros días no es fácil encontrar botellas de leche de vidrio. El mejor tipo de botella o frasco para el truco de introducir un huevo en su interior es una garrafa.


  Para calentar el aire en el interior de la botella a menudo se recomienda dejar caer en su interior un papel o un cabo de vela encendido. Las instrucciones añaden muchas veces que el vacío de la botella se debe a la combustión del oxígeno. No es así. La combustión del oxígeno no desempeña papel alguno. El vacío es enteramente causado por el enfriamiento y la contracción del aire.


  Docenas de lectores me ofrecieron sugerencias para introducir el huevo «al vinagre» en la botella, a pesar de que la mayoría no llevaron a la práctica su idea. Muchos pensaron que sería conveniente recubrir el huevo con alguna sustancia impermeabilizante, como aceite, sirope, miel, o vaselina. Otros varios propusieron sellar la boca de la botella tapándola con el huevo, y envolver después el huevo y el cuello de la botella con plástico de cocina. Varios lectores consideraron que la mejor forma de calentar el aire era llenar a medias la botella con agua y hacer después hervir el agua. Como uno de ellos, Kevin Miller, explicaba, la condensación del vapor crea un vacío mucho más fuerte que el mero enfriamiento del aire. El agua sirve también para amortiguar el golpe cuando el huevo cae dentro.


  Antes de taponar con el huevo la boca de la botella, Miller la untó con pasta dentífrica. Haciendo correr agua fría por el exterior de la botella se provoca la condensación. Sin embargo, a pesar de que el huevo estuvo en maceración en agua fría durante dos meses, la cáscara no se endureció. Uno de los lectores pensó que empapando el huevo en una disolución de bórax se neutralizaría la acción del ácido. Otro dijo que la cáscara se endurecería si el huevo fuera concienzudamente aclarado con una corriente de agua fría. Por mi parte, he sido incapaz de lograr que la cáscara retorne a su estado normal. ¿Será un cuento chino de los libros antiguos sobre ciencia recreativa?


  Lakenan Barnes, un abogado de México, en Missouri, me envió la carta siguiente:


  Su artículo sobre amenidades con huevos publicado en Scientific American fue ovoscelente y me ovoscitó. Nunca sé de cierto lo que va usted a concoccionar, lo cual, ov-viamente, me place.


  Después de cocer un huevo duro, como usted indicaba, y hacerlo girar, me sentí muy ovocionado cuando gracias a él fui ovacionado en varias ocasiones. En vista de que la cáscara es de carbonato calcico, soy su ovo-mirador re-calci-trante.


  He ovsplicado esta lección de física a muchos compañeros de café en diversas ocasiones, y aunque ovtengo los mismos resultados con un huevo decorativo de alabastro, ello no ovsta para que mis amigos lo ovomiren.


  Confío, Sr. Gardner, en que mis retruécanos no le ovsasperen; mi única intención es hacerle saber cuánto me gustaron sus experihuevos.


  Una última reflexión: en lo que toca al dilema entre el huevo y la gallina, estoy de acuerdo con mi compañero de cuarto de residencia universitaria, quien hace más de 50 años, comentó, «¡Claro está que antes fue el huevo!» Acepto este principio apodíctico, a pesar de que sigo siendo de Missouri.


  En abril de 1990, en una tira dibujada que se llama «El mago de Id» se planteaba una cuestión curiosa. «¿Te has parado alguna vez a pensar lo valiente que tuvo que ser el primer hombre que se comió un huevo?», preguntaba un loro. «No lo había pensado nunca, pero tienes razón», dice el hombre que escucha al loro. A lo cual el loro replica: «¡Pero lo más sorprendente es que la cosa se haya vuelto tan habitual!»


  Pendleton Tompkins, un médico de San Mateo, en California, escribió lo siguiente:


  Me han contado que si se introduce un cuerpo extraño en la cavidad peritoneal de una gallina ponedora, ésta lo rodeará de cáscara y lo pondrá. Un profesor de crianza animal se valió de este fenómeno para amenizarles el desayuno a una docena de colegas. Preparó cierto número de tiras de papel en las que escribió, «Hola, Paco» o «Buenos días, Pepe» y las introdujo en sendas cápsulas. Introdujo después las cápsulas (que eran radio-opacas) en una docena de gallinas ponedoras que fueron rotuladas Paco, Pepe, y así sucesivamente. Conforme las gallinas ponían huevos, el profesor los examinaba con un fluoroscopio hasta que descubrió cuales eran los que contenían las cápsulas. Cada huevo fue rotulado en consecuencia y servido en el desayuno como œuf à la coque. Imagine la sorpresa de los invitados al abrir su huevo y encontrarse en su interior una cápsula donde se le saludaba por su nombre.


  La idea de que los huevos frescos quedan en equilibrio más fácilmente en el día del equinoccio vernal adquirió en Estados Unidos dimensiones de pequeña chifladura colectiva. Puede verse una narración de este descabellado fenómeno, así como una explicación de por qué tantas personas en apariencia inteligentes se tomaron tan en serio la tarea de poner de huevos en pie, en mi sección «Notes of a Fringe Watcher» en The Skeptical Inquirer (mayo/junio de 1996). En ese artículo se mencionan también una variedad de huevos mecánicos que se sostienen sobre su extremo más chato solamente si se conoce el secreto para dejarlos en equilibrio.


  Puse fin al capítulo anterior con la clásica paradoja de qué fue antes, si el huevo o la gallina. La respuesta es: el huevo. La gallina, al igual que todas las aves, es evolución de los reptiles. Dado que los reptiles se reproducían por huevos, los huevos precedieron a las gallinas. La pregunta es ahora: ¿qué fue primero, el huevo o el reptil?


  Mary Swenson, cuyos poemas admiro (uno de ellos sirvió de epígrafe para el capítulo anterior), nació en Logan, en Utah, en 1919, y falleció en 1989. Era una gran aficionada a las charadas y a los juegos de palabras, como puso de manifiesto sobre todo en Poems to Solve (1966) y en More Poems to Solve (1971).


  Mary J. Packard, que era a la sazón asociada de investigación en el departamento de zoología de la universidad estatal de Colorado, me envió varios artículos de estudios técnicos sobre huevos, trabajos en los que ella había colaborado. En su carta alaba los huevos porque son «fáciles de almacenar, cubren las necesidades de nutrición mínimas, no muerden, no corren o lo hacen lentamente, y son ovulativamente fáciles de capturar». En recompensa por mis esfuerzos en hacer ver a los lectores «la perfección ovoide» me ha concedido la medalla de «Good Egg» (en español, de «Tipo legal»).


  Ya más formalmente, la Sra. Packard planteaba la interesante cuestión de por qué la cámara de aire de todos los huevos de las aves se halla siempre en el extremo más romo. Esta reserva de aire es importante, porque el embrión la utiliza para hinchar sus pulmones por primera vez y puede morir si esa reserva no existe. Es conveniente, añade, que la cámara se encuentre siempre en un lugar predictible, pero la razón de que se forme siempre en el extremo romo, y no en el más aguzado, parece ser un misterio zoológico todavía no resuelto.


  Incidentalmente, las cámaras de aire sirven de base para una divertida apuesta. He aquí como la expuse en Physics Teacher, dentro de la sección «Truco físico del mes»:


  Abra con cuidado un huevo fresco, de modo que las dos mitades sean tan iguales como sea posible. Compruebe que el trozo cáscara correspondiente al extremo más achatado contenga una cámara de aire. Así ocurre en casi todos los huevos.


  Si la burbuja se encuentra en su lugar, puede provocar la perplejidad de un amigo con el siguiente truco. Llene de agua un vaso alto. Entregue la cáscara sin burbuja a su amigo y conserve usted la otra mitad. No diga nada sobre la burbuja.


  Coloque su media cáscara, con el lado abierto hacia arriba, sobre la superficie del agua, y empuje suavemente el borde de la cáscara hasta que ésta se llene de agua y se sumerja. Al hundirse, la burbuja hará que la cáscara se voltee y se pose en el fondo con la cara convexa hacia arriba. Recójala con una cucharilla, e invite a su amigo a imitar la proeza. Cuando lo hace, su cáscara se niega tenazmente a darse la vuelta.


  Repita el experimento dos o tres veces. Tras el último volteo, aplaste disimuladamente con el dedo la cámara de aire. Si su amigo piensa que su cáscara se diferencia en algo de la de usted, dígale ahora que pruebe con ella. Para desconcierto suyo, la cáscara sigue empeñada en no darse la vuelta.


  Dos lectores, Frank Colon y Fred Kolm, enviaron independientemente un método para dibujar un huevo con la ayuda de un bucle cerrado de hilo y tres clavillos. Podemos ver en la figura 23 cómo se hace. El óvalo consta de seis segmentos de elipse, todos interconectados y tangentes entre sí. Envié las dos cartas al profesor H. S. M. Coxeter, famoso geómetra de la Universidad de Toronto. Me respondió que probablemente la razón de que el método de los tres clavillos sea tan poco conocido se deba a que su óvalo es una composición artificial de segmentos de elipse, que no tiene una ecuación sencilla que la genere. Para él, la ecuación favorita es la cúbica y2 = (x ‒ a)(x ‒ b)(x ‒ c), en la que se ha de despreciar la rama infinita.
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  Más retales del cajón de sastre:


  Sherwood Anderson escribió una especie de cuento compañero para su «Triunfo del huevo», titulado «Milk Bottles» («Botellas de leche»). Encontrará el cuento en su colección Horses and Men.


  Paul Outerbridge, Jr., pintó en 1932 un llamativo cuadro titulado «El triunfo del huevo». Lo habría reproducido aquí con gusto, si no


  fuera porque la galería de Los Angeles que exhibía su obra pedía 125 dólares por derechos de reproducción.


  Un viejo acertijo: ¿Qué dijo la gallina después de poner un huevo cúbico? «¡Aaay!». En un cuento de Paul Bunyan, repetido después en El libro de los seres imaginarios de Jorge Luis Borges, que nos habla del pájaro guiligalú, que pone huevos cúbicos para evitar que se le pierdan rodando cuesta abajo. Los indios lumberjacks los cuecen, y, una vez duros, los usan para jugar a los dados.


  En Los viajes de Gulliver, Swift describe una guerra devastadora, desencadenada por una disputa sobre la forma más adecuada de abrir un huevo. Estaba, evidentemente, satirizando sobre las guerras religiosas que se libran por discrepancias en la interpretación de doctrinas teológicas. Los nomos, en los libros de Frank Baum sobre Oz, viven en cavernas subterráneas en Ev, un territorio mágico colindante con Oz. Los nomos le tienen miedo cerval a los huevos, pues si tocan uno pierden su inmortalidad y quedan sujetos al envejecimiento y la muerte. Y si tocan el contenido de un huevo se marchitan y revientan.


  Sextus Empiricus, un griego clásico escéptico, de quien se deriva la palabra «empirismo» tenía lo siguiente que decir en su libro Contra los lógicos, vol. 2: « Otros dicen que la filosofía se asemeja a un huevo, siendo la ética como la yema, que algunos identifican con el pollito; la física, como la clara, que es nutriente de la yema; y la lógica, el cascarón externo».


  George Santayana, en el último capítulo de Dialogues in Limbo, proporciona una explicación satírica de las cuatro causas aristotélicas en lo atinente al huevo: la causa eficiente es el calor de la clueca; la esencia del huevo es la causa formal; la causa final, el pollito que ha de nacer; y la causa material es «una yema concreta; una cáscara concreta y un corral concreto, sobre las cuales y en los cuales pueden operar las otras tres causas, y laboriosamente incubar un pollito concreto, que probablemente saldrá lisiado y ridículo a pesar de tener tantos patrocinadores».


  


  5. La topología de los nudos


  «¡Un nudo!», exclamó Alicia, siempre pronta a ser útil, al tiempo que miraba ansiosa a su alrededor. «¡Oh! ¡Dejad que os ayude a deshacerlo!»


  Alicia en el País de las Maravillas, capítulo 3


  En topología, los nudos son curvas cerradas inmersas en el espacio tridimensional. Resulta útil valerse de modelos de cuerda o cordón más o menos grueso, y también de diagramas de los nudos, que se obtienen proyectándolos sobre un plano. Cuando una curva cerrada ―evidentemente, no será lícito hacerla pasar a través de sí misma― puede ser manipulada de modo que su proyección sobre un plano sea una curva cerrada sin cortes consigo misma, se dice que el nudo es trivial. En el habla ordinaria se diría que la curva no está anudada. Se llaman «eslabones» o «argollas» a dos o más curvas cerradas que no pueden ser separadas sin hacer pasar alguna de ellas a través de las otras.


  El estudio de los nudos y los eslabones constituye hoy una rama floreciente de la topología, en la que están imbricadas el álgebra, la geometría, la teoría de grupos, la teoría de matrices, la teoría de números, y otras ramas de las matemáticas. Podemos hacernos cierta idea de su riqueza y profundidad leyendo el excelente artículo de Lee Neuwirth, «The Theory of Knots» en Scientific American, junio de 1979, [«Teoría de nudos», en Investigación y Ciencia, agosto de 1979]. Aquí nos ocuparemos tan sólo de aspectos recreativos de la teoría de nudos: problemas y curiosidades cuya comprensión no exige sino el más elemental conocimiento de la cuestión.


  Comenzaremos con una cuestión que, aunque trivial, puede coger desprevenidos incluso a matemáticos. Anudemos en un trozo de cordón un medio nudo, tal como se indica en la figura 24. Imaginando unidas las puntas del cordón tendremos lo que en teoría de nudos se conoce por nudo trilóbulo, o trifolio. El trilóbulo es el nudo más simple, en el sentido de que podemos trazar un diagrama suyo con un mínimo de tres cruzamientos (ningún nudo puede tener menor número de cruces, salvo el trivial, que no tiene ninguno). Imaginemos que el extremo A del cordón se hace pasar desde atrás a través del bucle, y que se tira sus extremos. Evidentemente, el nudo se deshace. Supongamos ahora que se hace pasar el extremo A, no una, sino dos veces, como indica la línea de puntos. ¿Se deshará el bucle al tensar el cordón?


  Casi todo el mundo presume que se va a formar otro nudo. Pero el nudo se disuelve, lo mismo que antes. Para producir otro nudo, el extremo ha de pasar tres veces por dentro del bucle. Al hacerlo se observa que el trilóbulo formado no es idéntico al primitivo; es una imagen isómera, simétrica por reflexión en un espejo plano. El trilóbulo es el más sencillo de los nudos que es imposible transformar en su imagen especular por manipulación de la cuerda.
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  El siguiente en cuanto a simplicidad, que tiene un número mínimo de cuatro cruces, es el «ocho» de la parte derecha de la figura 24. Dado en esta forma resulta fácil convertirlo en su imagen especular: basta darle la vuelta. Los nudos que por manipulación pueden quedar convertidos en sus isómeros especulares se llaman anfiquirales porque, lo mismo que un guante de goma, pueden adoptar la quiralidad u orientación de cualquiera de las dos manos. El nudo anfiquiral inmediato al nudo en ocho tiene seis cruzamientos, y es el único nudo anfiquiral con seis cruces. Los nudos anfiquirales son progresivamente menos abundantes conforme aumenta el número de cruces.


  Una segunda e importante forma de dividir los nudos en dos clases consiste en distinguir entre nudos alternantes y no alternantes. Los nudos alternantes pueden ser dibujados de forma tal que al ir recorriendo la curva en cualquiera de sus dos sentidos se van pasando los cruces alternativamente por encima y por debajo. Los nudos alternantes gozan de muchas propiedades notables, que no poseen los no-alternantes.


  Otra división importante es en nudos primos y nudos compuestos. Un nudo es primo cuando es imposible descomponerlo por manipulación en dos o más nudos separados. Por ejemplo, el nudo llano y el nudo de rizos pueden ser transformados en dos trifolios adyacentes uno al otro. El nudo llano es «producto» de dos trilóbulos de quiralidad opuesta; el nudo de rizos lo es de dos trilóbulos de la misma quiralidad, y por ello (a diferencia del nudo llano) no es anfiquiral. Ambos nudos son alternantes. Como ejercicio fácil, vea el lector de dibujar un nudo llano que tenga seis (el número mínimo) cruzamientos alternantes.


  Todos los nudos primos de siete o menor número de cruzamientos son alternantes. De los nudos con 8 cruces, únicamente los tres de la figura 25 son no alternantes. Por mucho que se manipule un modelo en cuerda de uno de esos nudos, nunca se conseguirá adosarlo a una superficie plana en forma de diagrama alternante. El nudo superior derecho es el nudo de margarita. El nudo de la parte baja es tórico, como se explicará más adelante.


  Una cuarta forma de clasificación binaria de los nudos es en invertibles y no invertibles. Imaginemos pintada una flecha sobre la cuerda anudada, para dotar a la curva de la cuerda de un sentido de recorrido. De ser posible manipular la cuerda en forma que la estructura siga siendo la misma, pero cuya flecha apunte en dirección contraria, el nudo es invertible. Hasta mediados de los años 1960, uno de los problemas más irritantes de la teoría de nudos consistía en determinar si existían nudos no invertibles. Todos los nudos de siete o menos cruzamientos habían sido catalogados ya en la categoría de invertibles a base de manipular modelos de cuerda, y lo mismo ocurría con todos ―excepto uno― los nudos de ocho cruzamientos y con cuatro de los de nueve. Por fin, en 1963, Hale F. Trotter, que actualmente está en la Universidad de Princeton, anunció la existencia de nudos no invertibles en un sorprendente artículo, «Non-invertible Knots Exist», en Topology, vol. 2, n.° 4 (diciembre de 1963), págs. 275-280.
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  Trotter describía una familia infinita de nudos pretzel (una galleta salada en forma de lazo, que es, matemáticamente, un toro con dos ojos), o nudos de doble ojo, cuya inversión es imposible. Los nudos de doble ojo pueden ser dibujados, sin cruzamientos, sobre un toro con dos agujeros. Podemos dibujarlo como en la figura 26, como si fuera una trenza de dos cabos que da la vuelta alrededor de dos «agujeros»; podemos también modelizarlo mediante el borde de una hoja de papel con tres tiras retorcidas. Cuando la trenza solamente rodea un agujero, el nudo es tórico, pues podríamos dibujarla sin cruzamientos sobre la superficie de una rosquilla.


  
    
      	
        [image: img29.png]

      

      	
        Figura 26

      
    

  


  Trotter descubrió una elegante demostración de que todos los nudos de doble ojo son no invertibles si los números de cruzamientos correspondientes a las tres tiras retorcidas son números impares distintos de valor absoluto mayor que 1. Los enteros positivos denotan trenzas con torsión que va en un sentido, y los negativos, que las trenzas tienen torsión de sentido contrario. Posteriormente, un discípulo de Trotter, Richard L. Parris demostró en su tesis doctoral, no publicada, que podemos no tomar en cuenta los valores absolutos con tal de que los valores provistos de signo sean distintos, y que estas condiciones son necesarias y suficientes para los nudos de doble ojo no invertibles. Por lo tanto, el más sencillo de los nudos no invertibles de doble ojo es el mostrado. Por ser sus números de cruzamiento 3, ‒3, y 5, el nudo es de tipo 11.


  Se sabe ahora que el más sencillo de los nudos no invertibles es el anfiquiral de ocho cruzamientos de la figura 27. El primero en demostrarlo fue Akio Kawauchi, en Proceedings of the Jopan Academy, vol. 55, Serie A, n°. 10 (diciembre de 1979), págs. 399402. Según Richard Hartley, en «Identifying Non-invertible Knots», en Topology, vol. n.° 22, 2 (1983), págs. 137-145, tal nudo es el único de los nudos de ocho cruzamientos que no es invertible. Hay solamente dos más entre los de nueve, y 33 con 10. Todos estos 36 nudos habían sido ya declarados no invertibles por John Horton Conway, pero sin más fundamento que el empírico, pues él no había logrado invertirlos. De entre los más de 550 que tienen 11 cruzamientos no habían sido identificados aún los nudos no invertibles.
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  En 1967, Conway publicó la primera clasificación de todos los nudos primos de hasta 11 cruzamientos (algunos errores de poca monta fueron corregidos en una reedición posterior). El lector podrá ver diagramas claros de todos los nudos primos de hasta 10 cruzamientos y de todas las argollas de hasta 9, en el valioso libro de Dale Rolfsen, Knots and Links, edición de 1990. No existen nudos con 1 o 2 cruces, hay uno con 3, uno con 4, dos con 5, tres con 6, siete con 7,21 con 8 cruces, 49 con 9,165 con 10, y 552 con 11, correspondientes a un total de 801 nudos primos que tienen hasta un máximo de 11 cruzamientos. En el momento de escribir, la clasificación ha sido extendida hasta 14 cruces.


  Hay muchas formas curiosas de etiquetar los cruzamientos de un nudo y deducir después una expresión algebraica que sea invariante para todos los posibles diagramas de ese nudo. Una de las más antiguas de tales técnicas engendra el llamado polinomio de Alexander del nudo, en recuerdo del matemático estadounidense James W. Alexander, quien lo descubrió en 1928. Posteriormente, Conway ha descubierto un procedimiento nuevo muy elegante, que determina un «polinomio de Conway» que es equivalente al de Alexander.


  En el caso del nudo desanudado, sin cruzamientos, el polinomio de Alexander es 1. La expresión para el trilóbulo de tres cruces es x2 ‒ x + 1, con independencia de su «mano» o quiralidad. El nudo en ocho de cuatro cruzamientos tiene el polinomio x2 ‒ 3x + 1. El nudo llano, que es producto de dos trilóbulos, tiene un polinomio de Alexander (x2 ‒ x + l)2, el cuadrado de la expresión para el trilóbulo. Desafortunadamente, el nudo de rizos tiene el mismo polinomio. Si dos diagramas nodales dan origen a expresiones algebraicas distintas, es seguro que los nudos son diferentes, pero el recíproco no es cierto. Puede suceder que dos nudos tengan polinomios iguales y no sean, empero, el mismo. El principal problema pendiente de la teoría de nudos consiste en asociar a un nudo cualquiera una expresión que sea caracterizadora, es decir, válida para todos los diagramas de ese nudo, y exclusivamente para ese nudo.
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  Aunque existen criterios para decidir si un nudo dado es trivial o no, los métodos disponibles son tediosos y complicados. Por esta razón, muchos problemas que son fáciles de enunciar, no resultan nada fáciles de resolver, salvo, tal vez, mediante la manipulación empírica de modelos de cuerda. Por ejemplo, ¿será factible retorcer una banda elástica en torno a un hexaedro, de modo que cada cara del cubo presente un cruzamiento con pase de arriba a abajo, como en la figura 28? Planteado de otro modo, ¿podremos atar un cordel a un cubo en la forma explicada, de suerte que al destrabar la cuerda del cubo quede la cuerda desanudada?


  Fijémonos en que, sobre cada una de las caras, el cruzamiento ha de adoptar una de las cuatro formas que se muestran en la ilustración. Habrá pues 46 = 4.096 formas de rodear el cubo con la cuerda. La atadura puede ser representada mediante un nudo de tipo 12, con seis pares de cruzamientos, cada uno de cuyos pares puede adoptar una de las cuatro disposiciones. El problema fue propuesto por Horace W. Hinckle en Journal of Recreational Mathematics, en 1978. En un número posterior [vol. 12, n.° 1 (1979-1980), págs. 60-62], Karl Scherer demostró que por consideraciones de simetría el número de ataduras esencialmente diferentes se reduce a 128. Scherer verificó empíricamente cada una de las ataduras, y descubrió que en todos los casos la cuerda queda anudada. Tal resultado ha de ser comprobado por otros; por otra parte, nadie ha encontrado hasta ahora una forma más sencilla de atacar el problema. La imposibilidad de lograr la atadura deseada con una cuerda desanudada llama la atención, porque es fácil retorcer una anilla de goma en torno al cubo y dejar situados los puntos de cruce encima-debajo en solamente dos o cuatro de las caras (en las demás caras, los cruces son rectos), mientras que parece ser imposible lograr lo mismo en una, o tres, o cinco caras. Sería de esperar que fuera posible hacerlo en seis, pero al parecer no es así. Incluso puede que sea imposible lograr lo pedido utilizando dos, tres, o cuatro bandas elásticas.


  En la figura 29 vemos un delicioso rompecabezas de nudo y argolla, que me fue enviado recientemente por su inventor, Majunath M. Hedge, estudiante de matemáticas de la India. Los extremos de la cuerda están atados a un mueble, por ejemplo, a una silla. Fijémonos en que los dos trilóbulos forman un nudo de rizos. La tarea consiste en manipular la cuerda y la argolla de modo que ésta sea desplazada hasta el nudo superior, tal como se indica con línea de puntos. Todo lo demás ha de permanecer como está.
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  Es fácil lograrlo si se atina con la idea feliz necesaria. Evidentemente, no es lícito desatar la cuerda de la silla, ni tampoco lo es ensanchar un nudo lo suficiente para hacer pasar la silla a su través. Conviene imaginar que los extremos de la cuerda están atados permanentemente a una pared.


  El truco de disolver o crear nudos haciendo pasar a una persona a través del bucle fue utilizado por falsos médiums cuando se puso de moda asociar el psiquismo con la cuarta dimensión. Sólo en tres dimensiones es posible formar nudos en curvas cerradas. En el espacio de cuatro dimensiones, todos los nudos se disuelven. Si nos fuera posible lanzarle un aro de cuerda, sin nudos, a un ser del espacio cuatridimensional, éste podría anudar en él un nudo cualquiera y lanzárnoslo de vuelta con un nudo permanente. Entre los físicos que creían en el espiritismo se hizo popular la teoría de que los médiums tenían la facultad de trasladar objetos a espacios de otra dimensión para retrotraerlos desde allí. Ciertos médiums, como el falsario e ilusionista Henry Slade, sacaron partido de esta teoría simulando crear nudos en bucles cerrados de cuerda. Johann C. F. Zöllner, un físico austríaco, dedicó todo un libro a Slade y al hiperespacio. Su traducción al inglés, Transcendental Physics (Arno Press, 1976) es digna de lectura, por ser elocuente testimonio de cómo un físico inteligente puede ser embaucado por un ilusionista astuto.


  Los científicos siguen dejándose tomar el pelo por trucos con nudos y argollas. Dos investigadores del psiquismo, William Cox y John Richards, han estado exhibiendo recientemente una película reproducible cuadro a cuadro, en la que supuestamente dos aros de cuero son concatenados y luego desencadenados dentro de una pecera. «En un examen posterior no se vieron indicios de que los anillos hubieran sido cortados en modo alguno», escribía el «National Enquirer» al informar de tal milagro el 27 de octubre de 1981. Me recordó una antigua broma de los ilusionistas. El mago anuncia que ha transportado por arte de magia un conejito desde una caja opaca hasta otra. Y a continuación, antes de abrir ninguna de las dos, afirma haber vuelto a transportar al conejito, mágicamente también, de vuelta a la primera.


  Incidentalmente, es fácil fabricar dos anillas elásticas concatenadas. Basta dibujarlas de ese modo sobre la superficie de uno de esos mordedores huecos en forma de aro que se dan a los niños cuando echan los dientes, y recortarlas luego cuidadosamente. Con un poco de paciencia, también podemos tallar dos aros concatenados de diferente madera. Para ello se inserta uno de los aros en una muesca tallada en un árbol, y esperamos luego los años necesarios para que el árbol crezca alrededor del aro y por dentro de él. Dado que el trilóbulo es un nudo tórico, también es fácil de recortar de un mordedor anular.


  El truco que voy a describir es demasiado burdo para Slade, pero médiums menos hábiles han recurrido a él alguna que otra vez. Podemos encontrarlo explicado, junto con otros timos de ataduras, en el capítulo 2 de un libro de Hereward Carrington, The Physical Phenomena of Spiritualism, Fraudulent and Genuine (Boston, H. B. Turner & Co., 1907). Uno de los extremos de una cuerda muy larga se ata a la muñeca de un invitado, y la otra punta, a la muñeca de otro. Al finalizar la sesión y ser encendidas las luces, la cuerda presenta varios nudos. ¿Cómo han podido llegar a formarse?


  Al apagar las luces, los dos participantes implicados se encuentran en pie, uno junto al otro. En la oscuridad, el médium, o un cómplice, forma unas cuantas vueltas de cuerda, amplias, y con sigilo y cuidado los pasa por la cabeza y el cuerpo de uno de los atados. Las vueltas de cuerda quedan en el suelo, pero más adelante, sin darle importancia, el médium pide al sujeto que de unos pasos y se aparte un poco hacia un lado. Los bucles quedan así liberados de la persona, lo que permite al médium tensar la cuerda y formar una serie de nudos apretados en el centro de ella. Los pasos dados hacia un lado parecen tan irrelevantes para el fenómeno, que nadie se acuerda de ellos. Pregúntesele al propio invitado unas semanas más tarde si cambió de posición, y sincera y vigorosamente lo negará.
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      Figura 30

    

  


  El cosmólogo británico Roger Penrose me mostró en cierta ocasión un truco nada común relativo a la misteriosa aparición de un nudo. Penrose lo inventó estando todavía en la escuela elemental. Se basa en el llamado «punto de cadeneta» tan típico al ganchillar, al coser, y en los bordados. Se comienza la cadeneta formando un trilóbulo en el extremo de una pieza larga de cordel fuerte o de cuerda delgada, sujetándolo con la mano izquierda, como vemos en el primer paso de la figura 30. Con los dedos índice y pulgar de la mano derecha se toma la cuerda por A y se baja un bucle, como en el paso 2. Pasando los dedos a través del bucle así abierto, se toma el cordel por B y se baja otro bucle (paso 3). Volvemos a colar los dedos índice y pulgar de la mano derecha por el bucle más bajo, tomamos la cuerda por D, y formamos otro bucle más (paso 4). Continuamos de igual manera hasta haber formado una cadena tan larga como sea posible.


  Sujetando con la mano derecha el extremo inferior de la cadeneta, tiramos para tensarla un poco. Pídale a otra persona que elija el eslabón que prefiera y que lo pince con fuerza entre el índice y el pulgar. Demos un tirón de ambos extremos de la cuerda. Como era de esperar, todos los eslabones se esfuman, pero cuando nuestro ayudante separe los dedos, aparecerá un nudo prieto en el lugar preciso donde pellizcó.


  Hace algunos años, Joel Langer, matemático de la Western Reserve University, hizo un notable descubrimiento: acertó con un procedimiento para construir «nudos saltarines» valiéndose de alambre de acero inoxidable. Se anuda el alambre y se unen sus extremos. Manipulándolo adecuadamente, es posible comprimirlo hasta formar un aro trenzado plano. Al dejar de comprimir el aro, la tensión del alambre lo hace saltar súbitamente, formándose una figura tridimensional simétrica. La devolución del resorte a su forma primitiva es un rompecabezas tan enigmático como frustrante.


  En 1981, Langer y su asociada Sharon O’Neil formaron una compañía que se llama Why Knots. De ella podemos recibir tres preciosos nudos saltarines: el nudo en forma de ocho, el nudo de botón chino, y el «lazo del matemático». Al sacar cada uno de esos nudos del sobre cuadrado en que son enviados, eclosionan, formando un precioso adorno para colgar. De los tres, el «ocho» es el más fácil de devolver al sobre. El nudo de botón chino (así llamado por ser una forma ampliamente utilizada en China para botones de las prendas de cama) es más difícil. El lazo del matemático es el más difícil de los tres.


  Langer me dice que cualquier persona de los Estados Unidos puede adquirir sus tres nudos saltarines enviando 10.50 $ a Why Knots, P. O. Box 635, Aptos, CA 95003. Sus formas nos hacen comprender cómo pudo ocurrírseles a los físicos del siglo XVIII la teoría, respetable en su día, de que las moléculas eran los distintos tipos de nudos con los que podían entrelazarse entre sí los anillos vortiginosos del éter (léase hoy «espacio-tiempo»). De hecho, fue precisamente esa especulación la que condujo al físico escocés Peter Guthrie Tait al estudio de la topología y a la investigación sistemática, por vez primera, de la teoría de nudos.


  


  SOLUCIONES


  En la figura 31 se indica la forma de transformar un nudo llano en un nudo alternante de seis cruzamientos. Basta dar la vuelta al arco a para que forme el arco b.
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  En la figura 32 se expone una forma de resolver el rompecabezas del anillo y el nudo de rizos. Primero se ha de empequeñecer el nudo inferior, después, hacerlo pasar (arrastrando el anillo consigo) hacia arriba y a través del nudo superior (a). Ábralo. Tenemos ahora dos nudos trilóbulos uno al costado del otro (b). Empequeñezca el nudo sin anillo, y después hágalo pasar a través y hacia abajo del otro nudo. Ábralo y habremos acabado (c).
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      Figura 32

    

  


  ADENDA


  Han sido enormes los progresos conseguidos en teoría de nudos desde la fecha de redacción de este artículo, en 1983. La teoría de nudos es ahora una de las ramas más activas y apasionantes de las matemáticas.


  Han sido descubiertos docenas de nuevos polinomios para la clasificación de los nudos. Uno es el llamado Homfly, por las iniciales de los seis matemáticos que, independientemente, lo descubrieron. La más importante expresión nueva es el llamado polinomio de Jones, descubierto en 1984 por el matemático neozelandés Vaughan F. R. Jones, actualmente en la Universidad de California, en Berkeley. Desde aquella fecha, ha sido mejorado y generalizado por Louis Kauffman y otros. Aunque estos polinomios nuevos son sorprendentemente sencillos y potentes, nadie ha conseguido todavía una técnica algebraica capaz de discriminar todos los nudos. Los nudos que tienen polinomios diferentes son distintos, pero sigue siendo posible que nudos distintos tengan la misma expresión polinómica.


  El polinomio de Alexander no decide entre nudos que sean reflexión en el espejo uno de otro (isómeros), y como hemos visto, no distingue al nudo llano del nudo de rizos. El polinomio de Jones sí permite la discriminación en ambos casos. Hasta ahora no está completamente clara la razón de por qué funcionan el polinomio de Jones y los otros polinomios nuevos. «Son cosa de magia», en palabras de Joan Birman, una experta en nudos de Barnard College.


  El desarrollo más impresionante en la teoría de nudos reciente fue el descubrimiento de que la mejor forma de comprender el polinomio de Jones era... ¡enfocándolo desde la mecánica estadística y la teoría cuántica! Sir Michael Atiyah, de la Universidad de Cambridge, fue el primero en percatarse de estas relaciones; después, Edward Witten, en el Instituto de Estudios Avanzados de Princeton, efectuó los trabajos iniciales para establecer la conexión. La teoría de nudos tiene ahora sorprendentes aplicaciones a las supercuerdas, una teoría que explica las partículas fundamentales dándoles el tratamiento de bucles diminutos, y también, en teoría cuántica de campos. Existe una intensa interacción entre los físicos y los topólogos de nuestros días. Los descubrimientos en física están llevando a nuevos descubrimientos en topología, y recíprocamente. Nadie puede pronosticar adonde llevará todo esto.


  Otra inesperada aplicación de la teoría de nudos es que está ampliando nuestra comprensión de la estructura y propiedades de moléculas grandes, como los polímeros, y especialmente, el comportamiento de las moléculas de ADN. Los filamentos de ADN pueden llegar a quedar espantosamente anudados y concatenados, incapacitados para replicarse hasta que sean desanudados o desencadenados mediante enzimas. Para enderezar un filamento de ADN, las enzimas tienen que seccionarlos, de manera que puedan pasar a través de sí mismos o de otros filamentos, y luego volver a empalmar los cabos sueltos. El número de veces que ello ha de ocurrir para deshacer un nudo o concatenación de ADN determina la velocidad con la que el ADN se desanuda o se desconcatena.


  Existe un delicioso criterio tricolor para decidir si un diagrama nodal es verdaderamente representación de un nudo. Se dibuja el diagrama y se mira después si es posible colorear sus «arcos» (porciones de la línea entre dos cruzamientos) con tres colores, de forma que o bien todos los colores se encuentren en cada cruce, o bien haya un solo color en cada cruce, y ello, siempre que haya al menos un cruce que presente los tres colores. Si es posible hacer esto, la línea está anudada. Si no lo es, puede que la línea esté anudada, o puede que no. El tricoloreado puede servir también para demostrar que dos nudos son diferentes.


  En 1908, el matemático alemán Heinrich Tietze conjeturó que dos nudos son idénticos si y solamente si sus complementos ―en la estructura topológica del espacio en el que están incrustados― son idénticos. Su conjetura fue demostrada en 1988 por dos matemáticos norteamericanos, Cameron M. Gordon y John E. Luecke. El complemento de un nudo constituye una estructura tridimensional en el espacio, a diferencia del nudo, que es unidimensional. Su estructura topológica es más complicada que la del nudo, pero, desde luego, contiene información completa sobre éste. El teorema falla en el caso de los eslabones. Dos concatenaciones que no sean la misma pueden tener complementos idénticos.


  El complemento de cada nudo tiene asociado un grupo. Al igual que con los polinomios, que pueden ser extraídos del grupo, dos nudos pueden tener el mismo grupo y no ser, empero, nudos iguales. Un poeta anónimo resumió la situación del modo siguiente en la revista inglesa Manifold (verano de 1972):


  Un no-do


  y otro


  no-do


  pueden no


  ser igual


  no-do,


  aunque


  el grupo no-dal


  del no-doy el


  grupo no-dal


  del otro no-do


  difieran no;


  PERO


  si el grupo no-dal


  de un no-do


  es el grupo no-dal


  del no-do


  no anudado,


  el no-do no


  está


  anudado.


  El filósofo estadounidense Charles Pierce, en una sección sobre nudos de sus New Elements of Mathematics (volumen 2, capítulo 4), demuestra que los anillos de Borromeo (tres aros concatenados de modo tal que aunque no es posible separarlos, no hay dos que estén concatenados) pueden ser cortados de un toro con tres orificios. Pierce pone de manifiesto también cómo se puede recortar el nudo en ocho y el nudo de margarita de un toro con dos orificios.


  Richard Parris me hizo notar que, en el problema que propuse, no todas las 4.096 formas en que se puede envolver un cubo con un cordel corresponden a nudos. La mayor parte de ellas son concatenaciones de dos, tres, o cuatro bucles separados.


  BIBLIOGRAFÍA


  Libros


  Adams, Colín C., The Knot Book, Freeman, 1994.


  Atiyah, M., The Geometry and Physics of Knots, Cambridge University Press, 1990.


  Crowell R. H. y R. H. Fox. Blaisdell, Introduction to Knot Theory, 1963, Springer-Verlag, 1977.


  Kauffman, L., On Knots, Princeton University Press, 1987.


  —, Knots and Physics, World Scientific, 1991.


  Kohno, T., New Developments in the Theory of Knots, World Scientific, 1990.


  Livingston, C., Knot Theory, Mathematical Association of America, 1993.


  Rolfsen, D., Knots and Links, Publish or Perish, 1976, segunda edición, 1990.


  Tumer, J. C. y P. van de Griend, The History and Science of Knots, World Scientific, 1996.


  Artículos


  De entre los centenares de artículos publicados desde 1980 sobre la teoría de nudos, he seleccionado sólo unos pocos aparecidos después de 1990.


  Summers, De W., «Untangling DNA», en The Mathematical Intelligencer, vol. 12 (1990), págs. 71-80.


  Jones, Vaughan F. R., «Knot Theory and Statistical Mechanics», en Scientific American (noviembre de 1990), págs. 98-103.


  —, «Teoría de nudos y mecánica estadística», en Investigación y Ciencia, n.° 172 (enero de 1991), págs. 52-58


  Birman, Joan S., «Recent Developments in Braid and Link Theory», en The Mathematical Intelligencer, vol. 13 (1991), págs. 57-60.


  Cipra, B., «Knotty Problemas ― and Real World Solutions», en Science, vol. 225 (24 de enero de 1992), págs. 403-404.


  Peterson I., «Knotty Views», en Science News, vol. 141 (21 de marzo de 1992), págs. 186-187.


  Stewart I., «Knots, Links and Videotape», en Scientific American (enero de 1994), págs. 152-154.


  —, «Nudos, cadenas, y cintas de vídeo», en Investigación y Ciencia, n.° 210 (marzo de 1994), págs. 86-89.


  Sosinsky, A., «Braids and Knots», en Quantum (enero/febrero 1995), págs. 11-15.


  Menasko W. y R. Lee, «How Hards Is It to Untie a Knot?», en American Scientist, vol. 83 (enero/febrero de 1995), págs. 38-50.


  Anderson, P., «The Color Invariant for Knots and Links», en American Mathematical Monthly, vol. 102 (mayo de 1995), págs. 442-448.


  Atiyah, M., «Geometry and Physics», en The Mathematical Gazette (marzo de 1996), págs. 78-82.


  Matthews, R., «Knots Landing», en The New Scientist (1 de febrero de 1997), págs. 42-43.


  


  6. Mapas m-periales


  «Lo sé por el color. Seguro que seguimos estando sobre Illinois [Huckleberry Finn le habla a Tom; ambos van de viaje en globo]. Y tú mismo puedes comprobar que Indiana aún no está a la vista...


  ¿Y qué tiene que ver el color con todo eso?


  Tiene todo que ver. Illinois es verde, Indiana es rosa...


  Lo he mirado en el mapa, y es rosa.»


  MARK TWAIN, Tom Sawyer Abroad


  En 1976, Wolfgang Haken y Kenneth Appel, de la Universidad de Illinois en Urbana-Champaign anunciaron que habían, por fin, dado cuenta de la famosa conjetura del mapa de cuatro colores. Como sin duda recordará usted, esta renombrada conjetura de la topología afirma que cuatro colores son necesarios y suficientes para colorear todos los mapas trazados en un plano o sobre una superficie esférica, sin que haya en ellos dos regiones del mismo color que hagan contacto (que tengan en común un segmento de frontera). Haken y Appel demostraron ―con la ayuda de John Koch― que la conjetura es verdadera por un procedimiento que se valía del uso de los ordenadores de una forma sin precedente. Su demostración constituyó un logro extraordinario, y cuando la descripción que de ella hicieron fue publicada en 1977, la oficina de correos de Urbana añadió a su matasellos, ufana, «Cuatro colores bastan». Para la mayoría de los matemáticos, en cambio, la demostración del teorema de los cuatro colores les resulta sumamente insatisfactoria.


  A lo largo de más de un siglo, los topólogos estuvieron sospechando que, o bien se lograría un ejemplo que falsara la conjetura (es decir, un complejo mapa que exigiera el uso obligado de cinco colores), o bien, que se podría descubrir para ella una demostración sencilla y elegante. Aunque sepamos ahora que la conjetura es verdadera, su demostración está sepultada en las hojas impresas resultantes de 1.200 horas de computación por ordenador. La tarea de verificar la exactitud de estos resultados es tan horrenda, que sólo un pequeño número de expertos han tenido el tiempo, la fortaleza y la habilidad necesarias para intentarlo siquiera. Hasta ahora, por otra parte, todos quienes lo han hecho se han manifestado a favor de la validez de la demostración.


  En un artículo titulado «The Four-Color Problem and Its Philosophical Significance», publicado en The Journal of Philosophy, vol. 76, n.° 2 (febrero de 1979), págs. 57-83, Thomas Tymoczko argumenta que esta clase de laboriosa demostración mediante ordenador inyecta en las matemáticas un elemento de empirismo. Ningún matemático, escribe, ha visto una demostración del teorema de los cuatro colores, ni tampoco ha visto nadie una demostración de que el trabajo de Haken y Appel constituya, de hecho, una demostración. Lo que los matemáticos han visto es, en cambio, un programa para atacar el problema mediante un ordenador, juntamente con los resultados de un «experimento» realizado en tal ordenador. Tymoczko opina que tal «demostración» desdibuja la divisoria entre la matemática y la ciencia natural y presta credibilidad a las opiniones de aquellos filósofos de la ciencia contemporáneos que, como Hilary Putnam, consideran las matemáticas como una actividad «cuasi-empírica».


  Tal punto de vista no carece por entero de fundamento. Todas las demostraciones matemáticas son obra de seres humanos, y cuando las demostraciones son sumamente complejas, hay siempre cabida para el error. La validez de una demostración difícil se funda en el consenso entre expertos, los cuales, después de todo, podrían estar equivocados. Tenemos un llamativo ejemplo de ello en los comienzos de la historia del teorema de los cuatro colores. Alfred Bray Kempe, un matemático inglés, publicó en 1879 la que él decía ser una demostración del teorema, y durante un decenio, los matemáticos supusieron que el problema había sido resuelto. Entonces, en 1890, Percy John Heawood, otro matemático inglés, señaló un error fatal en el razonamiento de Kempe.


  No tengo aquí el propósito de discutir si existe una divisoria nítida entre la verdad «analítica» y la verdad «sintética». Diré tan sólo que Tymoczko sobrestima en mucho la importancia de las computadoras modernas al respecto de esta antigua controversia. Todos los cálculos son empíricos, en el trivial sentido de que entrañan la realización de un experimento con símbolos, ya se haga mentalmente, con lápiz y papel o con la ayuda de una máquina. El hecho de que los ordenadores electrónicos, hoy esenciales para llevar a cabo cómputos difíciles, puedan cometer errores, sea por fallos en los equipos electrónicos como por errores en su programación, no se diferencia esencialmente en nada de la posibilidad de que una persona cometa errores al multiplicar dos números grandes con un ábaco. Me parece un abuso de lenguaje decir que la posibilidad de tales errores hace que la verdad de la tabla de multiplicar sea empírica, y tomar, por ende, a esta clase de error inevitable como ejemplo de la falibilidad de la ciencia natural.
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  Aun así, la demostración Haken-Appel del teorema de los cuatro colores resulta ciertamente insatisfactoria, pues nadie puede decir de ella que sea sencilla, hermosa o elegante. Tanto Haken como Appel consideran poco verosímil que pueda hallarse una demostración que no exija una aplicación de ordenadores igual de intensiva, aunque, claro, no hay forma de saberlo con certeza. De no existir una demostración más sencilla, la demostración Haken-Appel constituiría algo realmente nuevo por la medida en que se funda en la tecnología informática.


  La situación está descrita con gran competencia por Benjamin L. Schwartz en un libro del que es compilador, titulado Mathematical Games and Solitaires. El libro (que recomiendo con entusiasmo) fue publicado en 1979 por Baywood Publishing Company, de Farmingdale, en Nueva York, y es una escogida selección de artículos tomados de la revista Journal of Recreational Mathematics. En su introducción al problema de los cuatro colores, Schwartz escribe: «Así, cabe preguntarse, ¿verdaderamente han demostrado Haken y Appel lo que afirman?... Personalmente, considero que sí... Pero el período de prueba no se ha agotado todavía. Otros tendrán que comprobar cada paso. Y dado que [la mayoría] de los pasos fueron realizados en cientos de horas de funcionamiento de un ordenador rápido, tal comprobación supone una tarea enorme. Nadie, en el momento de escribir esto, la había realizado. Será necesario escribir un nuevo programa, destinado, tal vez, a otro ordenador... ¿Va a empezar un conjunto de otros pertinaces problemas matemáticos... a ceder ante el nuevo método de apoyo computacional a gran escala? ¿O se trata de un golpe de suerte que no tendrá impacto duradero? Esta demostración del teorema de los cuatro colores abre las puertas de una nueva edad de las matemáticas, que nadie sabe adónde conducirá».


  En diciembre de 1976, G. Spencer-Brown, un matemático británico inclasificable, dejó atónitos a sus colegas al anunciar que disponía de una demostración del teorema de los cuatro colores que no requería comprobación por ordenador. La superlativa confianza en sí mismo de Spencer-Brown y su reputación como matemático le proporcionaron una invitación para impartir un seminario sobre su demostración en la universidad de Stanford. Al cabo de tres meses, todos los especialistas que asistieron al seminario estaban de acuerdo en que la lógica de la demostración estaba plagada de omisiones, pero Spencer-Brown regresó a Inglaterra convencido todavía de su validez. La «demostración» no ha sido publicada aún.


  Spencer-Brown es autor de un curioso librito titulado Laws of Form, que es, en esencia, una reconstrucción del cálculo proposicional por medio de una notación excéntrica. El libro, al que el matemático británico John Horton Conway describió en cierta ocasión como hermosa obra literaria, pero «vacío de contenido» goza de un amplio círculo de devotos en la contracultura. Incidentalmente, después de que el anuncio de que Brown había demostrado el teorema de los cuatro colores fuera difundido por la prensa de todo el mundo, el Vancouver Sun del 17 de enero de 1977 publicó la carta de una señora de la Columbia Británica. No era posible que Brown hubiera demostrado el teorema ―decía en ella― porque en abril de 1975, la revista Scientific American había publicado un mapa que exigía cinco colores. La dama se refería a un mapa publicado en mi sección como inocentada del primero de abril.


  Al tiempo que los topólogos perseveran en su búsqueda de una demostración sencilla del teorema de los cuatro colores, los hay que están trabajando también en dos generalizaciones del problema, fascinantes pero poco conocidas, que siguen pendientes de solución. En lo que sigue me fundaré sobre todo en una comunicación de carácter privado de Herbert Taylor. Taylor, que fue matemático en la Universidad Estatal de California en Northridge y en el Laboratorio de Propulsión a Chorro del Instituto de Tecnología de California, está en la actualidad estudiando ingeniería eléctrica con Solomon W. Golomb en la Universidad de Southern California. En tiempos fue tenido por uno de los tres mejores jugadores de go no orientales.


  Como señala Taylor, una forma de generalizar el problema de los cuatro colores consiste en considerar mapas en los que cada país, o región a colorear, esté formado por m regiones desconectadas. Si todas las regiones de un mismo país han de ser de un mismo color, ¿cuál será el número mínimo de colores necesarios para colorear un mapa tal, de manera que ningún par de regiones del mismo color tenga frontera común? Taylor ha dado a esta cuestión el nombre de problema del m-pe― rio; el número de colores necesario es su número cromático m-perial.


  Si m es igual a 1 (es decir, cada país consta solamente de una sola región), el problema es equivalente al problema de los cuatro colores, y Haken y Appel han establecido que el número cromático es 4. Si m es igual a 2 (imaginemos que cada país tiene una colonia del mismo color que la metrópoli), el número cromático es 12. Sorprendentemente, este resultado fue presentado por Heawood en 1890, en el mismo artículo en el que demolía la demostración de Kempe para el teorema de los cuatro colores. Dicho de otro modo, la solución del problema del m-perio para el caso m = 2 fue obtenida mucho antes que la solución del caso m = 1. En su demostración, Heawood empezaba probando que el número de colores necesarios para el mapa de un m-perio no es mayor que 6m, siendo m cualquier entero positivo. Seguidamente exhibía un mapa «2-perial» que exigía 6 × 2, o sea, 12 colores, mapa que dijo «haber obtenido con mucha dificultad de una manera más o menos empírica [¿m-pírica?]». Tal mapa está representado en la figura 33.
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  Observemos que el mapa de Heawood no tiene simetría. Taylor descubrió una versión bastante simétrica (que puede ser obtenida a partir del mapa superior de la figura 34 si las regiones rotuladas se contraen hasta reducirlas a un punto), pero el más simétrico de todos fue ideado recientemente por Scott Kim, estudiante de posgrado en la Universidad de Stanford. El hermoso mapa de Kim puede verse en la figura 35 (véase la figura en color en contracubierta). Como Heawood comentó al respecto de su propio mapa: «Cuál sería la diferencia esencial que podría haber en una tal disposición de 12 países divididos en dos... constituye un curioso problema, sobre el que la figura única obtenida no arroja mucha luz».
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      Figura 34
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      Figura 35
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      Figura 36

    

  


  Heawood estaba convencido de que el valor del número cromático para todos los mapas m-periales era 6m. Al examinar el mapa de Heawood, o el de Kim, para el caso m = 2, se puede comprobar que cada 2-perio toca a todos los demás, lo que demuestra la necesidad de 12 colores. Heawood estaba convencido que para cada m existía una configuración similar de 6m regiones, en la que cada m-perio tocaba a todos los demás. Taylor ha demostrado recientemente que esta conjetura es verdadera cuando m es igual a 3, utilizando el mapa que exige 6 × 3 = 18 colores (figura 36, véase la figura en color en contracubierta). Observemos que solamente dos regiones del mapa llevan el número 18 y están coloreadas de amarillo. La tercera región de este 3-perio está desconectada del resto del mapa, y puede estar situada en cualquier lugar del plano.


  Taylor confirmó posteriormente la conjetura de Heawood para el caso m = 4 construyendo el mapa de dos partes, que exige 6 × 4 = 24 colores (figura 34). Imaginemos que las dos partes del mapa sean dos hemisferios de una misma esfera (cualquier mapa trazado sobre una superficie esférica puede ser convertido en un mapa planar topológica― mente equivalente perforando la superficie por un punto del interior de una región cualquiera, y ensanchando después el orificio hasta tender el mapa sobre el plano). Observemos que cada 4-perio del mapa está en contacto con todos los demás, lo que demuestra que en el problema 4-perial son necesarios 24 colores. Estos dos resultados eran inéditos, y son publicados aquí por primera vez. La conjetura de Heawood está pendiente de verificación en el caso m = 5 y todos los sucesivos. Por otra parte, Taylor ha resuelto el problema del m-perio para mapas trazados sobre la superficie de un toro. Ha presentado una nota al Journal of Graph Theory titulada «The m-pire Chromatic Number of the Torus Is 6m + 1». El problema sigue pendiente de solución para toros con más de un ojo.


  En 1959, en un libro alemán dedicado a problemas de coloreado de grafos, Gerhard Ringel proponía otro problema emparentado de cerca con el problema del m-perio. Supongamos que Marte ha sido colonizado por las naciones de la Tierra, y que cada nación tiene un territorio propio en nuestro planeta y una colonia en Marte. Cada región es simplemente conexa (de una pieza y sin agujeros) y cada colonia es del mismo color que su metrópoli. El problema es, como antes, hallar el número mínimo de colores que permitirán colorear todos los posibles mapas trazados sobre las dos esferas, de modo que ningún par de regiones del mismo color se toquen, o a lo sumo, lo hagan en puntos aislados. Dado que los mapas sobre esferas son equivalentes a mapas plana― res, el mismo problema puede ser enunciado en términos de dos mapas separados en el plano.


  Ringel demostró que el número cromático para todos los mapas bi-esféricos es alguno de los números 8, 9, 10, 11 o 12. La cota superior 12 se deduce de la cota superior 6m que Heawood dio para el problema m-perial tal como sigue: supongamos que un par de mapas exige más de 12 colores. En tal caso sería posible convertirlos en mapas planares y unirlos para crear un mapa 2-perio que requiera más de 12 colores, lo que infringe la cota superior ya establecida de 6m.


  Ringel conjeturó que el número cromático para los mapas Tierra― Marte es 8, hipótesis que se vio reforzada en 1962 cuando Joseph Battle, Frank Harary y Yukihiro Kodama demostraron la imposibilidad de construir un mapa bi-esférico que tuviera nueve 2-perios tales que cada 2-perio tocase a todos los demás. Sin embargo, en 1974, Thom Sulanke, por entonces estudiante en la Universidad de Indiana, le envió a Ringel el par de mapas que se muestran en la figura 37. Estos mapas son publicados por primera vez aquí. ¡Si intentamos colorear los once 2-perios de manera que ambas regiones que tienen el mismo número reciban el mismo color, se descubre que son necesarios nueve colores! Así pues, para colorear los mapas Tierra-Marte son necesarios nueve colores y 12 son suficientes. No se sabe si será posible construir un par de mapas tales que requieran 10,11 o 12 colores.


  También es posible combinar el problema bi-esférico con el problema m-perial. Supongamos, por ejemplo, que m es igual a 4 y que cada esfera es un mapa sobre el cual cada país tiene exactamente dos regiones. Si consideramos que las configuraciones de la figura 37 son dos mapas separados, uno en la Tierra y otro en Marte, estos mapas ponen de manifiesto que para el caso m = 4 el número de colores necesarios es 24. Sabemos, por otra parte, que 24 son también suficientes, porque la cota 6m dada por Heawood es aplicable en este caso. Así pues, el problema está resuelto.
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      Figura 37

    

  


  Taylor conjetura que para cada número m entero, positivo y par, existe un mapa formado por 6m m-perios sobre una superficie formada por m/2 esferas tal que cada m-perio tiene 2 de sus m partes en cada esfera y cada m-perio toca a todos los demás.


  Concluiré con un delicioso problemita de coloreado concerniente a Estados Unidos. Prescindamos de Hawái y de las partes de estados desconectadas del territorio, como las islas que pertenecen a Nueva York o a California, y observemos que en ningún punto del mapa de los 49 estados continentales de Estados Unidos existe un punto donde cuatro estados compartan tramos de frontera (no ocurre igual con otros países: Suiza, por ejemplo, tiene cuatro cantones mutuamente vecinos: Solothurn se encuentra en el centro de la configuración, y está rodeado por Aargau, Basilea y Berna). Esta situación sugiere una intrigante pregunta: ¿será posible colorear los 49 estados con tres colores, en lugar de cuatro?


  Otra forma de considerar esta posibilidad es la del Four Color Puzzle Game, un juego puesto a la venta en 1979 por Knots, Inc. (2425 Third Street, San Francisco, CA 94107). Quienes compren el juego (por $6.95 contra reembolso) reciben dos mapas de Estados Unidos en piezas recortadas. En cada rompecabezas, cada estado está representado por una sola pieza, y las dos piezas del juego que representan a cada estado son de distinto color. La tarea consiste en elegir las piezas de modo que resulte un mapa de Estados Unidos en cuatro colores, en el que no haya dos estados fronterizos que sean del mismo color (lo mismo que en el teorema de los cuatro colores, es lícito que dos estados del mismo color se toquen en un solo punto). Por replantear nuestra cuestión: ¿Sería posible que Knots, Inc., pudiera haber usado solamente tres colores para las piezas de su rompecabezas, y pidiera un mapa tricolor de Estados Unidos?


  La respuesta es negativa, pero a mucha gente le resulta sumamente difícil demostrarlo. ¿Podrán los lectores dar una demostración sencilla de que el mapa de Estados Unidos requiere cuatro colores?


  


  SOLUCIONES


  El problema de coloreado del mapa ha sido tomado de la colección de problemas de Howard P. Dinesman, Superior Mathematical Puzzles, with Detailed Solutions (Simon and Schuster, 1968). Podemos resolverlo así: Nevada está rodeado por un anillo de cinco estados: Oregón, Idaho, Utah, Arizona, y California. Coloreemos a Nevada con el color 1. Con sólo tres colores, cada uno de los estados del anillo ha de ser coloreado con el color 2 o el 3, para evitar conflictos con Nevada, y estos dos colores han de irse alternando al recorrer el anillo. Dado que el anillo consta de un número impar de estados (cinco) no será posible evitar que dos estados adyacentes tengan el mismo color. Por consiguiente, es necesario un cuarto color. Lo mismo vale para los cinco estados que rodean a West Virginia, o para el anillo de siete que hay en torno a Kentucky.


  Esta propiedad de los anillos que consisten en un número impar de regiones desempeña un papel básico en la teoría de coloreado de mapas. Fijémonos cómo se aplicaría al país de Oz de L. Frank Baum. Oz está compuesto por cinco regiones, en cada una de las cuales hay un color que predomina en el paisaje: la verde Ciudad Esmeralda está rodeada por un anillo consistente en el país Winkie, amarillento, el país Quadling, que es rojizo, el azul país Munchkin, y el violáceo país Gillikin. Rodeando a la totalidad de Oz está el gran Desierto Mortal. Por ser cuatro un número par, sería posible colorear un mapa de Oz con tres colores, aunque obviamente ningún cartógrafo de Oz usaría menos de cinco para Oz y un sexto color para el desierto que lo circunda.


  ADENDA


  Un profesor de inglés de la Universidad de Kioto, James Kirkup, envió una carta comentando mi artículo sobre coloreado de m-perios a Houseman Society Journal. Publicada en el Volumen 7 (1981), páginas 83-84, la carta comienza así:


  Muy señor mío:


  Leo siempre con placer los Juegos Matemáticos publicados en The Scientific American. De particular interés me resultó el número de febrero de 1980, que trataba del coloreado de mapas inusitados. El epígrafe tomado del libro de Mark Twain, Tom Sawyer Abroad, me trajo a las mientes el famoso verso de A. E. Houseman tomado de «Bredon Hill»:


  
    
      	
        Here of a Sunday morning My love and I would lie,


        And see the coloured counties,


        And hear the larks so high


        About us in the sky.

      

      	
        (Aquí, de un domingo en la mañana,


        yaceremos mi amor y yo,


        y veremos los coloreados condados,


        y oiremos a las alondras, tan altas


        a nuestro alrededor, allá en el cielo.)

      
    

  


  Las cursivas del tercer verso son de Kirkup. En su carta se pregunta si Houseman estaría familiarizado con el teorema del mapa de cuatro colores.


  Ian Stewart, en el artículo de Investigación y Ciencia (edición en español de Scientific American) que se cita en la bibliografía, informa de que para mapas 3-periales (por ejemplo, uno en la Tierra, uno en la Luna y otro en Marte) el número óptimo de colores es 16, 17 o 19. En los casos m = 4 y superiores, tal número es 6m, 6m ‒ 1, o 6m ‒ 2.


  Scott Kim me envió otra notable versión de su mapa 2-perio, reproducido aquí como figura 38. El mapa puede ser plegado dentro de un cubo con vértices truncados. «Los hexágonos son los truncamientos», escribe Kim, «y los cuadrados son concéntricos con las caras del cubo. La simetría es bonita (da lugar a un modelo precioso), aunque un tanto engañosa. Es cierto que cada imperio está formado por un rectángulo y un hexágono, pero hay dos formas distintas en las que están emparejados. Los imperios 1, 2, 4, 7, 8, 9 son de un tipo. La única simetría que preserva el tipo de imperio es una rotación en torno al eje que conecta el punto de intersección de los hexágonos 1, 4 y 8, y los puntos de intersección de los hexágonos 6,10 y 11.»
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      Figura 38

    

  


  BIBLIOGRAFÍA


  Appel, K. y W. Haken, «The Solution of the Four-Color-Map Problem», en Scientific American, vol. 237 (octubre de 1977), págs. 108― 121.


  —, «La solución del problema del mapa de cuatro colores», en Investigación y Ciencia, 15 (diciembre de 1977), págs. 79-80.


  Beck, A., M. Bleicher y D. Crowe, «The Four-Color Problem and the Five-Color Theorem», en Excursions into Mathematics, Sección 6, Worth, 1969. El mapa 2-perio original de Heawood está reproducido en color en la portada, y hay una fotografía de Heawood en la página 55.


  Hatsfield, N. y G. Ringel, Pearls in Graph Theory: A Comprehensive Introduction, Academic Press, 1990.


  Hutchinson, Joan P., «Coloring Ordinary Maps, Maps of Empires, and Maps of the Moon», en Mathematics Magazine, vol. 66 (octubre de 1993); págs. 211-226. Al final de este excelente artículo se ofrecen 29 referencias bibliográficas.


  Jackson R. y G. Ringle, «Heawood’s Empire Problem», en Journal of Combinatorial Theory, Serie B (1985), págs. 168-178.


  Oysten O., The Four-Color Problem, Academic Press, 1967.


  Stewart, I., «The Rise and Fall of the Lunar M-pire», en Scientific American (abril de 1993), págs. 120-121.


  


  7. Grafos dirigidos y caníbales


  El forastero, desde su auto: «Por favor, ¿cómo se va hasta el cruce de la calle Graham con la avenida Harary?»


  El lugareño, desde la acera: «Desde aquí no se puede ir hasta allí».


  En teoría de grafos, un grafo es, por definición, una colección cualquiera de puntos conectados por líneas o arcos. Se dice que un grafo es simple cuando no contiene ciclos (líneas que conectan un punto consigo mismo) ni paralelas (dos o más líneas que conectan un mismo par de puntos). Dotando a cada línea del grafo de una punta de flecha, es decir, eligiendo en cada línea una orientación o sentido de recorrido, el grafo se convierte en un grafo dirigido, o brevemente, un dirigrafo. Los dirigrafos serán el tema de este capítulo, y la broma inicial citada arriba viene a cuento, porque en algunos dirigrafos es en verdad imposible ir desde ciertos puntos a otros.
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      Figura 39

    

  


  Se dice que un grafo dirigido es completo si cada par de puntos está conectado por un arco. En la figura 39 (izquierda) se ofrece un dirigrafo completo para cuatro puntos, que se construye del modo siguiente. Imaginemos que el dirigrafo es un plano de calles de dirección única. Si partimos del punto A, sólo es posible ir directamente al punto B, hecho que se indica en la primera fila de la matriz (la hilera horizontal correspondiente a A) escribiendo un 1 en la columna correspondiente a B y un 0 en todas las demás columnas. Las demás filas de la matriz de adyacencia se determinan del mismo modo, con lo que la matriz es equivalente al dirigrafo desde el punto de vista combinatorio. Por ello, dada la matriz de adyacencia es fácil construir el dirigrafo.


  Otras propiedades importantes de los dirigrafos pueden quedar manifiestas mediante matrices de otros tipos. Por ejemplo, en una matriz de distancias se expresa en cada casilla el mínimo número de líneas que determinan un camino dirigido que lleva de un punto a otro, es decir, un camino cuyo sentido de recorrido es coherente con las puntas de flecha del grafo y no visita ningún punto más de una vez. Análogamente, en las casillas de la matriz de rodeo (o circunvalación) se indica el número de líneas del camino dirigido más largo que conecta cada par de puntos. Y la matriz de accesibilidad indica (mediante ceros y unos) si un punto dado puede ser alcanzado desde otro punto por un camino dirigido, sin atender a su longitud. Si todos los puntos son alcanzables desde cualquier otro se dice que el dirigrafo es fuertemente conexo. En caso contrario existirán uno o varios pares de puntos para los cuales «no se puede ir allá desde acá».


  El teorema siguiente constituye uno de los resultados más fundamentales y sorprendentes sobre grafos dirigidos completos: cualesquiera que sean los sentidos de recorrido que se asignen a las líneas, en un grafo completo existirá siempre un camino dirigido que visite cada uno de sus puntos exactamente una vez. Tales caminos se llaman caminos hamiltonianos, en honor del matemático irlandés William Rowan Hamilton. El propio Hamilton comercializó un juego de habilidad basado en un grafo equivalente al esqueleto de un dodecaedro, en el cual, una de las tareas consistía en hallar todos los caminos que visitaban cada punto exactamente una vez y acababan regresando al punto de partida. Un camino cíclico de este tipo se denomina circuito hamiltoniano (el juego de Hamilton se expone en el capítulo 6 de mi Scientific American Book of Mathematical Puzzles & Diversions).


  El teorema del grafo dirigido completo no garantiza la existencia de un circuito hamiltoniano en todo dirigrafo completo, pero sí asegura que habrá cuando menos un camino hamiltoniano. Y para mayor sorpresa, resulta que existe siempre un número impar de tales caminos. Por ejemplo, en el grafo dirigido completo de la figura 40 se tienen cinco caminos hamiltonianos: ABDC, BDCA, CABD, CBDA y DCAB. Excepto uno (el CBDA) todos ellos pueden ser prolongados hasta un circuito hamiltoniano.
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        Figura 40

      
    

  


  El teorema puede ser expresado de otros modos, según la interpretación que se dé a los grafos. Por ejemplo, los dirigrafos completos suelen ser llamados «grafos de torneo» porque sirven de modelo para los resultados de las ligas a una vuelta, en los que cada jugador se enfrenta sólo una vez a cada uno de los demás. Si A vence a B, se dibuja una línea que vaya desde A hasta B. El teorema garantiza que cualquiera que sea el resultado de un torneo, será posible clasificar a los jugadores en una tabla, de modo que cada uno haya vencido al situado inmediatamente debajo (se supone aquí que, como es el caso del tenis, que ningún encuentro puede acabar en empate. Si el juego permite los empates, éstos quedarían representados por líneas no dirigidas, y se diría que el grafo es de tipo mixto. Los grafo mixtos pueden ser convertidos en grafos dirigidos sustituyendo cada línea no dirigida por un par de arcos dirigidos de sentidos opuestos).


  Los grafos de torneo permiten representar muchas situaciones que nada tienen que ver con ligas ni campeonatos. Los biólogos se han servido de grafos dirigidos para expresar el orden de precedencia de una nidada de polluelos, o con mayor generalidad, para representar la estructura que se establece sobre una población de animales por cualquier otro tipo de relación binaria de precedencia o dominancia. Los sociólogos han utilizado estos grafos para modelizar relaciones de dominancia entre individuos o entre grupos. Los grafos de torneo son método adecuado para exponer las preferencias por pares que una persona manifiesta frente a una serie de posibles opciones, que pueden ir desde marcas de café hasta candidatos en unas elecciones. En todos estos casos, el teorema garantiza que los animales, las personas, o los objetos en cuestión pueden siempre ser ordenados en una cadena lineal por medio de la relación orientada.


  El teorema es delicado de demostrar, pero para convencernos de su validez podemos tratar de rotular un grafo completo de n puntos, esforzándonos en evitar la creación de caminos hamiltonianos. La imposibilidad de esa tarea le sugirió al matemático John Horton Conway el siguiente juego con lápiz y papel. Dos jugadores van trazando por turnos una punta de flecha a cualquier línea no dirigida de un grafo completo; el primer jugador que complete un camino hamiltoniano pierde. El teorema asegura que el juego no puede acabar en empate. En opinión de Conway, el juego no es interesante a menos que el grafo contenga siete o más puntos.


  El dirigrafo de la figura 40 fue propuesto como rompecabezas en el número de octubre de 1961 de la revista anual Eureka, publicada en Cambridge. Aunque no es un grafo dirigido completo, ha sido tan hábilmente marcado con flechas, que sólo tiene un circuito hamiltoniano. Imaginemos el grafo como un plano de calles de dirección única. Queremos partir de A y conducir un auto a lo largo de la red, visitando cada cruce una sola vez antes de regresar a A. ¿Cómo hacerlo? (indicación: el circuito se puede trazar tomando el lápiz con cualquiera de las dos manos).


  Los dirigrafos pueden servir para proponer problemas, o pueden ser aplicados de un sinfín de modos para resolverlos. Por ejemplo, los grafos sirven para modelizar los modos de flexión de un flexágono, y son valiosa ayuda para resolver problemas del tipo «pieza deslizante» o problemas de recorridos por el tablero de una pieza en ajedrez. A menudo, ciertas cuestiones de probabilidad que entrañan cadenas de Markov ceden con presteza ante un análisis por grafos dirigidos, y con frecuencia cabe hallar, por exploración de un dirigrafo formado por todas las posibles jugadas, estrategias de victoria en juegos bipersonales en los que cada jugada modifica el estado del juego. En teoría, incluso el ajedrez podría ser «resuelto» mediante el examen de su grafo dirigido; ahora bien, éste sería tan enorme y complejo que probablemente no será dibujado nunca.


  Los grafos dirigidos son de extraordinario valor en el campo de la investigación operativa, donde pueden ser aplicados para resolver complejos problemas de planificación. Imaginemos un proceso de manufactura en el cual ha de ser realizado cierto número de operaciones. Si la ejecución de cada una exige una cantidad de tiempo predeterminada, y si ciertas operaciones han de quedar concluidas antes de poder dar comienzo a otras, resulta posible preparar un plan óptimo para las operaciones construyendo un grafo en el que cada operación es representada mediante un punto y cada punto es rotulado con un número que representa el tiempo requerido para completar la operación. Las secuencias en las que han de ser realizadas ciertas operaciones son indicadas mediante puntas de flecha dibujadas sobre las líneas. Para determinar un plan óptimo se explora el dirigrafo así construido, con ayuda de un ordenador si es necesario, buscando un «camino crítico» que complete el proceso en un tiempo mínimo. El mismo método permite analizar complicados problemas de transporte. Por ejemplo, cada línea de un dirigrafo puede representar una carretera, y ser rotulada con el coste del transporte por ella de un determinado producto. Es posible entonces aplicar ingeniosos algoritmos para hallar un camino dirigido que haga mínimo el costo total del envío del producto desde un lugar a otro.


  Los dirigrafos sirven también como tableros donde desarrollar juegos de mesa poco habituales. Aviezri S. Fraenkel, un matemático del Instituto Weizmann de Ciencias de Israel, ha sido el más original y creativo en esta faceta (puede verse una buena introducción a una clase de juegos en dirigrafos, a los que Fraenkel llama juegos de aniquilación, en «Three Annihilation Games», un artículo que Fraenkel escribió con Uzi Tassi y Yaacov Yesha para Mathematics Magazine, vol. 51, n.° 1 (enero de 1978), págs. 13-17). En 1976, un juego excelente, llamado Arrows (Flechas), desarrollado por Fraenkel junto con Roger B. Eggleton de la Universidad de Northern Illinois, fue puesto a la venta en Israel por Or Da Industries, y distribuido en los EE. UU. por Leisure Learning Products, de Greenwich, CT.
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        Figura 41

      
    

  


  Otro de los juegos de Fraenkel, llamado Traffic Jam (Atasco de tráfico), se desarrolla sobre el grafo dirigido de la figura 41, tal como sigue. En cada uno de los cuatro puntos A, D, F, y M se coloca una moneda. Los jugadores van moviendo una por turno a lo largo de una de las líneas del grafo, desplazándola hasta un punto adyacente, tal como indican las flechas del grafo. Las monedas pueden viajar a puntos adyacentes aunque éstos se encuentren ocupados ya; cada punto puede alojar un número cualquiera de monedas. Obsérvese que todas las flechas del punto C apuntan hacia dentro. En teoría de grafos, tales puntos se llaman sumideros. Recíprocamente, cuando en un punto todas las flechas van hacia el exterior, el punto se llama fuente (si el grafo representase «la ley del más fuerte» para una nidada, el sumidero sería el pollito que sufriría los picotazos de todos los demás, y la fuente, el más gallito, capaz de vencer a cada uno de los otros). En nuestro caso hay exactamente un sumidero y no hay fuentes (en un grafo dirigido completo nunca podrá haber más de un sumidero o más de una fuente. ¿Comprende por qué?)


  Cuando las cuatro monedas se encuentren en el sumidero C, el jugador de turno no puede mover a ningún otro sitio, y pierde la partida. En un libro de Conway, On Numbers and Games (Academic Press, 1976) se demuestra que el primer jugador puede vencer siempre si y solamente si su primer movimiento consiste en pasar de M a L. De no hacerlo así, su contrario puede forzar un empate o ganar (se supone que ambos jugadores eligen las mejores jugadas posibles.) Armados con la potente teoría de juegos que Conway ha puesto a punto resulta posible analizar completamente cualquier juego de este tipo, para cualquier disposición inicial de las piezas.


  Una antigua y apasionante categoría de pasatiempos que admiten excelentes análisis con la ayuda de grafos dirigidos son los problemas que consisten en «cruzar el río» o problemas de travesías. Tomemos uno muy clásico, que sirvió de título para una novela de Mary McCarthy, Cannibals and Missionaries. En su variante más sencilla, tres misioneros y tres caníbales se encuentran en la margen derecha de un río, y desean pasar a la ribera izquierda. Disponen para ello de un bote de remos que no puede transportar a más de dos personas a la vez. Si en alguna de las dos orillas aventajasen en número los caníbales a los misioneros, éstos corren el peligro de ser muertos y devorados. ¿Podrán las seis personas pasar sin peligro de una orilla a la otra? Y si es posible, ¿cómo hacer mínimo el número de travesías? (no pienso discutir si el canibalismo pudo llegar a prevalecer en alguna cultura, asunto hoy debatido con calor).


  Benjamín L. Schwartz, en un artículo titulado «An Analytic Method for the ‘Difficult Crossing’ Puzzles», en Mathematics Magazine, vol. 34, n.° 4 (marzo-abril de 1961), págs. 187-193, explicó la forma de resolver tales problemas con la ayuda de dirigrafos, si bien su método no se vale directamente de los grafos dirigidos, sino de sus matrices de adyacencia. Expondré aquí un procedimiento comparable al suyo, pero utilizando los propios dirigrafos, que fue explicado por vez primera por Robert Fraley, Kenneth L. Cooke, y Peter Derrick, en su artículo «Graphical Solution of Difficult Crossing Puzzles», en Mathematics Magazine, vol. 39, n.° 3 (mayo de 1966), págs. 151-157. El artículo, con ciertas ampliaciones, ha sido reimpreso como Capítulo 7 de Algorithms, Graphs and Computers por Cooke, Richard E. Bellman y Jo Ann Lockett (Academic Press, 1970). La exposición que sigue está basada en dicho capítulo.


  Sean m el número de misioneros y c el de caníbales; examinemos todos los posibles estados en la orilla derecha (no es necesario preocuparse de la margen izquierda, porque el estado de una orilla determina por completo el de la otra). Como m puede ser igual a 0, 1, 2 o 3, y lo mismo para c, el número de estados posibles sería de 4 × 4, o sea, 16, que pueden quedar convenientemente representados mediante la matriz de la figura 42. Seis de estos estados son inadmisibles, sin embargo, por ser en alguna de las orillas más los caníbales que los misioneros. Los 10 estados aceptables que subsisten se marcan dibujando un punto en cada una de las 10 casillas correspondientes de la matriz.
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  La siguiente etapa consiste en conectar los puntos mediante líneas que pongan de manifiesto todas las transiciones posibles entre dos estados aceptables, correspondientes al paso de una o dos personas al otro lado del río. Resulta así el grafo no dirigido de la figura 43. Este grafo es transformado después en un grafo mixto señalando con flechas el sentido de cada transición. La transformación del grafo no dirigido en grafo dirigido ha de hacerse atendiendo a las dos reglas siguientes:


  1. El objeto es crear una «caminata» dirigida que comience en el punto del ángulo superior derecho (c = 3, m = 3) y concluya en el vértice inferior izquierdo (c = 0, m = 0), con lo que todos los caníbales y misioneros habrán terminando encontrándose en la orilla izquierda (esta ruta ha sido llamada «caminata» y no «camino» ya que, por definición, los caminos no pueden visitar ningún punto más de una vez).


  2. El paseo dirigido tiene que ir alternando movimientos hacia abajo o hacia la izquierda con movimientos hacia arriba o hacia la derecha, pues cada paso hacia abajo o hacia la izquierda corresponde a un viaje desde la orilla derecha hasta la izquierda, mientras que cada paso hacia arriba o hacia la derecha corresponde a un viaje en sentido contrario.


  Teniendo presentes estas dos reglas, cuesta poco descubrir que solamente hay cuatro caminatas que resuelvan el rompecabezas. Sus dirigrafos se muestran en la ilustración superior de la página anterior. Cada paseo realiza la transferencia en 11 movimientos. Observemos que los pasos quinto, sexto y séptimo son idénticos en las cuatro caminatas. La existencia de cuatro variantes se debe a que hay dos formas de efectuar los dos primeros pasos, y otras dos análogas simétricas para los dos últimos.
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  Si modificamos el problema, proponiéndonos ahora transportar cuatro misioneros y cuatro caníbales (permaneciendo idénticas todas las demás condiciones), puede verse mediante la técnica del grafo dirigido que no existe solución. Supongamos ahora que el bote es más grande, capaz para tres personas, y que ni en el bote, ni en las orillas, puedan los caníbales superar en número a los misioneros. En estas condiciones las ocho personas pueden cruzar sin peligro en tan sólo nueve travesías. Con un bote capaz para tres pasajeros pueden cruzar también cinco caníbales y cinco misioneros (en 11 pasos); en cambio, seis caníbales y seis misioneros ya no podrían.
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  No es difícil ver que dado un bote capaz para cuatro o más pasajeros, cualquier grupo dividido por igual en misioneros y caníbales puede ser transferido sin riesgo al otro lado del río. Basta, sencillamente, que un caníbal y un misionero se encarguen de remar e ir transportando a los demás por pares misionero-caníbal, hasta terminar la tarea. Sea n el número de caníbales (o de misioneros). Si el bote admite como máximo cuatro pasajeros, el problema es resoluble en 2n ‒ 3 pasos. Si la capacidad del bote es un número par y mayor que cuatro, es evidente que en cada viaje puede cruzar más de un par misionero-caníbal. La técnica de mantener siempre el mismo número de caníbales y misioneros en cada orilla se traduce en un diagrama parecido a una trenza, que desciende por la diagonal de la matriz del problema, como podemos ver en la figura 44. Este dirigrafo de nueve pasos resuelve el problema de los caníbales y los misioneros cuando n es igual a 6 y el bote tiene capacidad para cuatro personas.


  Cuando la capacidad de la barca es un número par mayor o igual que 4, el método diagonal proporciona siempre la solución óptima. Si el número n de caníbales es precisamente uno más que la capacidad del bote, que es un número par mayor que 4, existe siempre una solución óptima en cinco pasos. En realidad, el método diagonal es más potente de lo que este último caso hace pensar. Con un bote capaz para un número par mayor que 4 de viajeros, el método produce siempre una solución óptima en cinco pasos, para cualquier caso comprendido entre b + 1 caníbales y (3b/2) ‒ 2 caníbales, siendo b la Capacidad de la barca.


  Si el número de pasajeros que la barca puede transportar es impar, no siempre se obtiene la solución óptima descendiendo por la diagonal. Por ejemplo, si n es igual a 6 y el bote tiene capacidad para cinco, el método diagonal da la misma solución en nueve movimientos que vemos en la figura 45, pero el problema admite también una solución en siete pasos. Con mayor generalidad, si el bote tiene capacidad para un número impar de pasajeros que sea mayor que tres y una unidad menor que n, existe siempre una solución mínima en siete movimientos. ¿Sabrá usted encontrar alguna de las numerosas soluciones en siete pasos para que puedan cruzar el río seis caníbales y seis misioneros en un bote donde caben cinco pasajeros? Se trata del más sencillo ejemplo de entre una infinidad, en los que, para botes de capacidad impar, existen métodos superiores al procedimiento diagonal (estoy despreciando ahora los casos triviales de botes de capacidad uno, dos o tres, donde el método diagonal no puede funcionar de ningún modo). Por orden de dificultad, el caso siguiente es el de n igual a 10 y un bote de siete pasajeros.
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  El método del grafo dirigido puede aplicarse a casi todos los tipos de problemas de travesía. Un famoso problema, que se remonta por lo menos al siglo VIII, habla de tres maridos celosos y sus esposas, quienes han de cruzar un río en un chinchorro de sólo dos plazas. ¿Cómo conseguirlo sin que nunca se encuentren a solas una de las mujeres y un hombre que no sea su marido? Construyendo el dirigrafo del problema se descubre con cierta sorpresa que el problema se resuelve con los mismos cuatro pasos del problema clásico caníbales ― misioneros, y que carece de otras soluciones.


  La única diferencia ―válida también para todas las generalizaciones del problema en su variante «maridos celosos»― es que al emparejar hombres y mujeres hay que respetar ciertas restricciones que en la versión caníbales-misioneros no eran esenciales.


  En muchos libros de problemas se encuentran variantes más exóticas aún de los problemas de caníbales y misioneros. Por ejemplo, en ciertos casos, solamente algunas personas son aptas para remar (en el problema clásico, si suponemos que solamente haya un caníbal y un misionero que sepan remar, la solución requiere 13 travesías). El bote puede tener también una capacidad mínima (mayor que uno) además de una máxima. O bien, los misioneros pueden superar en número a los caníbales y permanecer a salvo solamente si en todo momento es mayor su número. Quizás haya un islote en el río que sirva de punto de relevo; puede que ciertos pares de individuos hayan de ser separados, por ser demasiado incompatibles para permanecer juntos sin compañía.
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  Un antiguo problema de este último tipo (que también se remonta hasta el siglo VIII) habla de un hombre que desea conducir un lobo, una cabra, y una col, a través de un río, en una barca en la que solamente puede llevar cada vez a uno de los tres. No puede dejar solos y juntos ni al lobo ni a la cabra, ni tampoco a la cabra con la col. Hay en este caso dos soluciones mínimas, ambas de siete viajes. Una de ellas se muestra en la figura 46, tomada de Moscow Puzzles, por Boris A. Kordemsky (Charles Scribner’s Sons, 1972). Los lectores interesados pueden hallar una buena selección de tales problemas de travesía en los libros del experto problemista británico Henry Ernest Dudeney.


  Me queda espacio todavía para un problema más sobre dirigrafos. Paul Erdös ha demostrado que sobre un dirigrafo completo con n puntos, cuando n sea menor que 7 será imposible trazar las flechas de modo que, para todo par de puntos elegidos en el grafo, exista siempre un tercer punto desde el que se llega en un solo paso a cualquiera de los dos primeros. En la figura 47 se muestra un grafo completo para 7 puntos. Imaginemos que los puntos son ciudades unidas por carreteras de dirección única. La tarea consiste en orientar cada carretera mediante una flecha, de manera que para cada par de ciudades especificadas haya una tercera desde la cual se pueda viajar directamente a las otras dos. Existe tan sólo una solución.
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  Como ya se dijo, los grafos de este tipo suelen llamarse grafos de torneo porque los puntos permiten representar a los contendientes, y las flechas, quién ha vencido a quién: En esta interpretación, en ningún grafo de menos de siete puntos puede resultar que para cada par de jugadores haya siempre un tercero que los vence a los dos. El grafo de siete puntos es el mínimo donde puede ser así. No existe un jugador «mejor que todos», porque cada uno puede ser derrotado por otra persona.


  


  SOLUCIONES


  El único circuito hamiltoniano se encuentra partiendo de A y siguiendo un camino dirigido cuyas letras formen la palabra AMBIDEXTROUS. Un paso más conecta a la S con la A, honrando así a Scientific American.


  En la figura 48 se muestra un dirigrafo correspondiente a una de las muchas soluciones en siete pasos del problema de seis misioneros y seis caníbales que desean cruzar salvos un río mediante una barca con capacidad para cinco personas.
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  El problema de Paul Erdös se resuelve situando flechas sobre el grafo completo de siete puntos, tal como se indica en la figura 49. Desde luego, los puntos y las líneas que los conectan pueden ser permutados como se desee, proporcionando soluciones que no aparecen en esta forma simétrica, pero todas esas soluciones son topológicamente iguales. Véase «On a General Problem in Graph Theory», por Paul Erdös, en The Mathematical Gazette, vol. 47, n.° 361 (octubre de 1963), págs. 220-223.
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  ADENDA


  Frank Harary fue el primero en definir la matriz de distancias, la matriz de accesibilidad y la matriz de circunvalación, y también fue el primero en introducir muchos otras expresiones de teoría de grafos que hoy son de uso habitual, como las nociones de dirigrafos fuerte o débilmente conexos. Por esta razón, cuando Gerhard Ringel hizo una recensión de la ya clásica obra de Harary, Graph Theory, dijo de él que era el Papa de la teoría de grafos. ¡Y es porque Harary da la palabra!


  Harary ha estado durante muchos años inventando y resolviendo juegos bipersonales que se desarrollan sobre grafos. A los juegos en los que para ganar ha de ser alcanzada una meta predefinida les da el nombre de «juegos de consecución». En cambio, si quien pierde es el primero que es obligado a llegar a la meta, se trata de un «juego de evitación». Su inmenso trabajo sobre ambos tipos de juegos permanece, lamentablemente, inédito, si se exceptúan unos pocos artículos ocasionales.


  Entre los ejemplos de juegos en dirigrafos creados por Harary, que él me describió en una carta suya de 1980, se cuenta uno que llama «Kingmaker». Cada grafo de torneo ―es decir, un dirigrafo completo en el que cada par de puntos está conectado por un arco o línea orientada― tiene al menos un punto llamado «rey», que se encuentra a una distancia de 1 o 2 pasos de cualquier otro punto. Este enunciado es llamado por algunos «teorema del King Chicken» por la popular cadena de ese nombre.


  En el Kingmaker se empieza con un grafo completo no dirigido de n puntos. El primer jugador dibuja una flecha sobre la línea que desee. Como es obvio, no importa cuál sea la línea que elija, pues todas son equivalentes por razones de simetría (Harary sugiere que el segundo jugador, y todos los mirones, exclamen: «¡Astuta jugada!» tan pronto sea dibujada la primera flecha). El ganador es el primero en producir un rey, en este caso, un punto situado a distancia uno o dos de todos los demás puntos unidos directamente desde el rey mediante arcos orientados. De ordinario, esto sucede antes de que hayan sido orientadas todas las líneas. En el juego de evitación, el jugador que se vea obligado a hacer un rey, pierde, cosa que tiende a ocurrir después de que casi todas las líneas tengan su flecha.


  Steve Maurer, de Swarthmore College, ha llevado a cabo gran parte del trabajo sobre teoremas atinentes a reyes. Cada torneo ―esto es, cada grafo dirigido completo― ha de tener al menos un rey, pero ninguno de tales grafos puede tener exactamente dos reyes. Si hay dos, forzosamente ha de haber un tercero. Si los puntos se interpretan como pollitos, un pollo que picotee a todos los demás tiene que ser el único rey del grupo. Un pollito que sea picoteado por todos los demás no puede ser un rey. Un grafo con número impar de puntos (pollitos) puede estar formado todo él por reyes. Estos teoremas dieron pie a una divertida página de rompecabezas y charadas titulada «Chicleen a la King», por Maxwell Carver (un pseudónimo de Joel Spencer), en Discover, marzo de 1988, página 96.


  Los dirigrafos proporcionan un método muy pulcro y poco conocido para representar mediante diagramas problemas del cálculo pro― posicional de la lógica formal. Véase «The Propositional Calculus with Directed Graphs», en que colaboramos Harary y yo (lo que me concedió mi primer número de Erdós de 2). Fue publicado en la revista que editan los estudiantes de matemáticas de Cambridge, Eureka, marzo de 1988, páginas 34-40. Esta técnica está explicada también en un apéndice a la segunda edición de mi Logic Machines and Diagrams (University of Chicago Press, 1982. Hay traducción en español, Máquinas y diagramas lógicos, Madrid, Alianza Editorial.)
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  8. Invitados a cenar, colegialas y presos esposados


  Una señora proyecta invitar a cenar a 15 amigos suyos. Tiene la intención de sentar a la mesa a tres de ellos cada día, y así durante 35 días, pero quiere organizar los grupos de forma que no haya ningún par de personas que sea invitado más de una vez. ¿Será realizable este proyecto?


  Esta cuestión, y otras semejantes, pertenecientes a un vasto dominio de la combinatoria conocido por teoría de diseño por bloques, fueron muy investigadas durante el siglo XIX, sobre todo con fines recreativos. Resultó más tarde que tenían un papel importante en estadística, especialmente para el diseño de experimentos científicos. Una pequeña rama de la teoría se ocupa de los sistemas triples (o ternarios) de Steiner, de los cuales es ejemplo sencillo el problema de los invitados. Jakob Steiner, un geómetra suizo del siglo XIX, fue pionero en el estudio de estos problemas.


  En general, un sistema ternario de Steiner es una distribución en ternas de n objetos, de forma que cada par de objetos aparezca una vez, y exactamente una, en alguna terna. Es fácil demostrar que el número de pares es (1/2)n(n ‒ 1) y que el número de ternas necesarias es la tercera parte del número de pares, es decir (1/6)n(n ‒ 1). Evidentemente, sólo podremos tener sistemas ternarios de Steiner cuando cada objeto figure en (1/2)n(n ‒ 1) ternas, y estos tres números todos enteros. Así ocurre cuando n es congruente a 1 o a 3 módulo 6; o sea, cuando al dividir n entre 6 el resto sea 1 o 3. Por consiguiente, la sucesión de valores admisibles para n será 3, 7, 9, 13, 15, 19, 21 y sucesivos.


  Con sólo tres invitados, el problema de las cenas tiene solución trivial: todos asisten el mismo día. Como las ternas de Steiner no son ternas ordenadas, la solución es, claro está, única. También es única la solución en el caso de siete invitados: (1, 2, 4), (2, 3, 5), (3,4, 6), (4, 5, 7), (5, 6, 1), (6, 7, 2) y (7, 1, 3). Tanto el orden de enumeración de las ternas como el de los números que las componen pueden ser modificados a voluntad sin modificar la pauta fundamental. Además, también los números pueden ser intercambiados entre sí. Para comprender este aspecto, imaginemos que las personas invitadas lleven un botón con su número pintado en él. Si dos o más de estas personas truecan entre sí sus botones, la nueva combinación ha de ser considerada idéntica a la anterior.


  Análogamente, también para nueve invitados la solución es única; para 13 existen dos soluciones, y para 15 se sabe desde hay mucho que hay 80 soluciones fundamentales. Se ignora cuál es el número de soluciones distintas para los valores de n mayores que 15 en la sucesión de valores admisibles, pero se ha demostrado la existencia de soluciones en todos los casos. Se sabe, por ejemplo, que para n = 19 existen centenares de miles de soluciones.


  Para darles mayor interés, complicaremos un poco los sistemas de Steiner. Supongamos que la señora decide invitar a los 15 amigos en cada uno de los siete días, sentando a tres por mesa en cinco mesas. Y desea que cada par de amigos coincida en la misma mesa solamente una vez.


  Nuestro nuevo problema es equivalente a uno de los más famosos rompecabezas de la historia de la matemática combinatoria: el problema de las colegialas de Kirkman, así llamado por el reverendo Thomas Penyngton Kirkman, un matemático amateur británico que fue rector de la iglesia de Croft, en Lancashire, durante más de 50 años. Aunque totalmente autodidacta en matemáticas, sus descubrimientos fueron tan originales y variados que fue elegido miembro de la Regia Sociedad. Trabajó no sólo en combinatoria, sino también en nudos, en grupos finitos y en los cuaternios. Hay en geometría proyectiva una configuración muy conocida, llamada hexagrama místico de Pascal (seis puntos situados sobre una cónica, unidos por rectas de todos los modos posibles) en la cual ciertas intersecciones son conocidas por puntos de Kirkman.


  Kirkman se distinguió por su mordaz sarcasmo, dirigido a menudo contra la filosofía de Herbert Spencer. Su parodia de la definición de evolución de Spencer fue citada a menudo.{1} Dio a conocer por vez primera su problema de las colegialas en 1847 en el Cambridge and Dublin Mathematics Journal, vol. 2, páginas 191-204. Volvió a aparecer en The Lady’s and Gentleman's Diary for the Year 1851. He aquí la forma en que lo expuso: cada día de la semana, una maestra saca de paseo a 15 niñas de la escuela. Durante el paseo las niñas son agrupadas de tres en tres. ¿Puede la maestra construir las ternas de manera que al cabo de los siete días cada par de niñas haya estado en la misma terna una y solamente una vez?


  Cualquier solución de este problema es, naturalmente, un sistema ternario de Steiner, pero de las 80 soluciones fundamentales correspondientes a n = 15 solamente siete son soluciones fundamentales del problema de las colegialas. Los sistemas ternarios de Steiner que cumplen el requisito adicional de que las ternas estén agrupadas de forma que cada grupo agote todos los objetos se denominan diseños de Kirkman.


  Como antes, el número de pares de niñas es (1/2)n(n ‒ 1) y el número de días requerido para los paseos es 1/2 (n ‒ 1). El número de niñas ha de ser múltiplo de 3. Estos valores solamente son enteros cuando n es múltiplo impar de 3. Así, la sucesión de valores posibles es 3, 9, 15, 21, y así sucesivamente, o sea, la sucesión resultante de suprimir un valor de cada dos en la correspondiente a los sistemas ternarios de Steiner. ¿Tiene solución cada uno de los valores de la sucesión? Desde los tiempos en que Kirkman planteó la cuestión se ha escrito una miríada de artículos sobre el problema, muchos de ellos por matemáticos eminentes. El caso n = 3 sigue siendo trivial. Sencillamente, las tres niñas salen de paseo. El caso de nueve niñas en cuatro días tiene una única solución:
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  Lo mismo que los sistemas ternarios de Steiner, los números de una terna no están ordenados, por lo que no importa cómo se permuten éstos, ni cómo sean dispuestas las ternas dentro de cada grupo, ni cómo se intercambien los dígitos entre sí. Se considera que todas las variantes obtenidas mediante estas permutaciones constituyen una misma solución.


  Existen muchos métodos novedosos, algunos geométricos, para construir diseños de Kirkman. Uno de ellos le hubiera encantado a Ramón Llull, teólogo español del siglo XIII, en cuya Ars magna exploraba combinaciones de símbolos con ayuda de discos rotatorios concéntricos. Para hallar una solución en el caso n = 9 se dibuja un círculo y se escriben, equidistantes en torno a él, los dígitos 1 a 8. Se sujeta al círculo otro disco de cartón de igual tamaño mediante un alfiler que pase por los centros de ambos. Rotulemos con un 9 el centro del disco. Se dibujan sobre el disco un diámetro y dos triángulos escalenos, tal como se indica en la figura 50.
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  Se hace ahora girar el círculo en cualquier dirección, a razón de un paso por vez, hasta cuatro posiciones diferentes (el quinto paso devuelve toda la figura a su posición de partida). En cada paso se toma nota de la terna indicada por los extremos y el centro de la línea recta y de las dos ternas indicadas por los vértices de los dos triángulos. Las tres ternas halladas en cada una de las cuatro posiciones del disco determinan las ternas correspondientes a cada uno de los cuatro días. Esta solución parece ser diferente del diseño ya dado para el problema de las colegialas, pero al reemplazar el 2 por el 5, el 3 por el 7, el 4 por el 9, el 5 por el 3, el 6 por el 8, el 7 por el 6, el 8 por el 4, y el 9 por el 2 (y dejar el 1 como está) se obtiene el diseño idéntico. Hay solamente otra forma de situar los triángulos en el disco para generar una solución, que es tomar una configuración simétrica de la mostrada respecto a un eje diametral. Tal proceder, empero, no dará origen a un diseño nuevo.


  Se sabe desde 1922 que el caso n = 15 tiene siete soluciones básicas. Pueden ser engendradas por diferentes configuraciones de triángulos, con o sin recta diametral. En la figura 51 puede verse una configuración con cinco triángulos. En este caso es preciso girar el disco dos unidades por vez hasta ocupar siete posiciones diferentes. En cada posición, los vértices de cada triángulo proporcionan una de las cinco ternas correspondientes a ese día.
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  Conviene observar que ningún par de triángulos de un disco puede ser congruente. Si tal cosa ocurriera, duplicaría las ternas del diseño global. La obra clásica sobre diseños de Kirkman es el capítulo 10 de la undécima edición de Mathematical Recreations and Essays, de W. W. Rouse Ball (revisión de H. S. M. Coxeter). También es valioso el mismo capítulo de la duodécima edición de ese libro (publicado por University of Toronto Press, 1974), que ha sido redactado de nuevo por completo por J. J. Seidel. En el nuevo capítulo se ha sustituido la primitiva historia de los diseños por una exposición sobre la relación que éstos guardan con las geometrías afín y proyectiva, las matrices de Hadamard, los códigos de corrección de errores, los cuadrados latinos y la geometría de mayor número de dimensiones.


  ¿Existe un diseño de Kirkman para todo posible valor de n? Sorprendentemente, esta cuestión estuvo sin respuesta hasta 1970, cuando


  D. K. Ray-Chaudhuri y Richard M. Wilson, de la Universidad Estatal de Ohio, demostraron que la respuesta es afirmativa. El número de soluciones, sin embargo, sigue siendo desconocido para los valores n = 21 y todos los superiores. La demostración ha sido publicada en «Solution of Kirkman’s Schoolgirl Problem» en Combinatorics (Proceedings of Symposia in Pure Mathematics, vol. 19 (1971), págs. 187-203).


  Los diseños de Kirkman tienen muchas aplicaciones prácticas. He aquí una forma típica de aplicar el diseño n = 9 a un experimento biológico. Supongamos que un investigador desea estudiar el efecto de nueve ambientes sobre un cierto animal. Hay cuatro especies del animal, y cualquier individuo puede verse afectado de distinto modo según que sea joven, plenamente adulto o de edad avanzada. Cada especie es asignada al azar a uno de los cuatro grupos. En cada grupo hay tres ternas, cada una de las cuales contiene un animal tomado al azar de cada categoría de edad. Cada animal es asignado ahora a uno de los nueve ambientes dependiendo del patrón de nueve números de su grupo. Este diseño hace posible un análisis sumamente simple de los resultados del experimento destinado a determinar qué efectos tiene el medio ambiente, con independencia de las diferencias de edad y de especie.


  He descrito ya la forma en que Kirkman introdujo una condición adicional que transformaba los sistemas triples de Steiner en un problema de diseño por bloques de nueva categoría. En 1917, el genial problemista británico Henry Ernest Dudeney impuso una nueva restricción a los diseños de Kirkman que suscitó todavía otro problema más de diseño por bloques (véase el Problema 272 de Amusements in Mathematics, de Dudeney, y el Problema 287 de su obra postuma Puzzles and Curious Problems).
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  Así comienza la historia sobre la que está tramado el problema de Dudeney: «Erase una vez nueve presos de carácter particularmente peligroso que debían ser cuidadosamente vigilados. Cada día de la semana eran sacados a hacer ejercicio, esposados unos a otros, como se indica en el esbozo que hizo uno de sus guardianes [véase la figura 52]. En ningún día de la semana podían ser encadenados los dos mismos hombres. Se muestra la forma en que fueron sacados el lunes. ¿Será posible repartir a los nueve hombres en tríos para los cinco días siguientes? Se muestra que el N.° 1 no puede volver a ser encadenado al N.° 2 (ni por la derecha ni por la izquierda), ni el N.° 2 con el N.° 3, aunque, evidentemente, sí podemos juntar al N.° 1 con el N.° 3. Se trata, pues, de un problema totalmente diferente al clásico de Las Quince Colegialas, y se descubrirá que es un rompecabezas fascinante que compensará con largueza el tiempo dedicado a su resolución».


  Dudeney dio una solución, pero sin explicar cómo la obtuvo, ni cómo hallar otras soluciones parecidas. Pueden, no obstante, ser felizmente descubiertas mediante una técnica lulliana con dos ruedas. En la figura 53 podemos ver un par de muestra. Cada disco se hace girar, en sentido horario, por ejemplo, a razón de tres pasos cada vez. En cada paso, los vértices de los tres triángulos generan una terna. En este caso, cada terna ha de tener en su centro el número indicado por el vértice con un punto en él.


  Cada disco genera los tres grupos que se muestran debajo de él. En ambos conjuntos, los grupos son cíclicos, en el sentido de que si se suma 3 (modulo 7) a cada número del primer grupo, se obtiene el segundo grupo. Análogamente, el segundo grupo engendra al tercero, el cual, a su vez, retorna al primero. La solución no empieza con la disposición dada por Dudeney para el primer día, pero no hay dificultad en intercambiar los dígitos y obtener dicha disposición.


  Después de ofrecer su solución, Dudeney incitaba así: «Si el lector desea un problema difícil que le mantenga embebido durante los meses de invierno, trate de disponer a 21 presos de manera que todos puedan pasear, análogamente esposados en tríos, durante 15 días, sin que nunca haya dos hombres que hayan sido encadenados juntos más de una vez. En el caso de que el lector llegase a la convicción de que es imposible, hemos de añadir que hemos escrito una solución perfecta. ¡Pero es un hueso duro de roer!»
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  Y ciertamente lo es. Que yo sepa, la primera solución publicada se encuentra en el artículo de Pavol Hell y Alexander Rosa, «Graph Decompositions, Handcuffed Prisoners and Balanced P-Designs» en Discrete Mathematics, vol. 2, n.° 3 (junio de 1972), págs. 229-252.


  Antes de dar la solución permítanseme algunos comentarios de carácter general sobre el problema de los presos encadenados. El número de pares de presos es 1/2 n(n ‒1), como ocurría con los sistemas triples de Steiner y los diseños de Kirkman, aunque la nueva restricción (¡las esposas!) alarga hasta 3/4(n ‒ 1) el número de días. Solamente hay una solución cuando esta expresión sea un número entero, que es el caso cuando n toma un valor de una secuencia formada por exactamente la mitad de los valores posibles para un diseño de Kirkman, a saber, la progresión aritmética 9, 21, 33, 45, 57, 69, 81, 93 y así sucesivamente, en la que la diferencia entre cada par de enteros consecutivos es 12.


  En 1971, Charlotte Huang y Rosa publicaron una clasificación de 334 soluciones fundamentales para el caso n = 9. Sin embargo, cuando Dame Kathleen Ollerenshaw y el cosmólogo Herman Bondi revisaron cada una de las soluciones, encontraron entre las 334 dos duplicaciones. En la actualidad se cree que el número de soluciones es 332. Se desconoce el número de soluciones para valores de n mayores que 9. Rosa opina que el número de soluciones para n = 21 tiene que ser de millones. Hell y Rosa han demostrado que hay soluciones para un número infinito de valores de n, y han hecho ver la forma de encontrar soluciones cíclicas para todos los n menores que 100, a excepción de 57, 69 y 93. Wilson (que había contribuido a descerrajar el problema de las colegias de Kirkman) ha demostrado que existe solución para todos los valores de n.


  En la figura 54 se presenta una solución cíclica descubierta por Hell y Rosa para n = 21. Los siete primeros días forman un conjunto cíclico que puede ser generado por un disco con siete triángulos, cuyos vértices correspondan a las ternas que encabezan el diseño de cada día. El disco se hace girar tres pasos en cada vez. Un segundo disco, también con siete triángulos, genera los siete días siguientes, y el decimoquinto día tiene el diseño que se muestra a la derecha de la ilustración. En ambos conjuntos cíclicos, el diseño de un día puede ser transformado en el del día siguiente sumando 3 (módulo 21) a cada número, y al hacer otro tanto para el diseño del último día se regresa a la disposición del primero. Hell y Rosa ofrecen soluciones cíclicas similares para n = 33 y para n = 45.
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  Tanto el problema de las colegialas como el de los presos pueden ser generalizados a cuartetos, quintetos, sextetos, etc. Tales generalizaciones conducen a profundos enigmas combinatorios, muchos de-los cuales distan de estar resueltos. En los libros de problemas recreativos han sido propuestas centenares de cuestiones afines, a menudo, al hilo de disposiciones de asientos, campeonatos de algún juego, pertenencia a comités y otras situaciones combinatorias. Me han preguntado muchas veces, por ejemplo, cuál sería la forma de organizar a n miembros de un club de bridge (n tiene que ser múltiplo de 4) de modo que puedan reunirse diariamente durante n ‒ 1 días en n/4 mesas de manera que cada jugador sea el socio de cada uno de los demás jugadores una vez exactamente y oponente de cada uno de los demás exactamente dos.


  El problema del bridge puede parecer sencillo, pero en realidad es tan espinoso que no quedó completamente resuelto hasta hace unos pocos años. El análisis más completo puede verse en «Whist Tournaments», un artículo de Ronald D. Baker, de la Universidad de Delaware (el artículo apareció en Proceedings of the Sixth Southeastern Conference on Combinatorics, Graph Theory and Computing, publicado en 1975 por Utilititas Mathematica, Winnipeg, y constituye el volumen 14 de la serie Congressus Numerantium). Baker indica la forma de hallar soluciones para todos los valores de n, exceptuados 132,152 y 264. Desde aquella fecha, el matemático israelí Haim Hanani ha logrado fracturar el caso n = 132, y Baker y Wilson han resuelto los casos n = 152 y n = 264.


  Para muchos valores de n, existen soluciones generadas por discos que al girar avanzan un paso cada vez. En la figura 55 vemos discos correspondientes a n = 4 y a n = 8. La técnica para generar soluciones es muy sencilla. Se dibuja una línea desde 1 (el centro del disco) hasta 2. Se dibuja otra línea para conectar otros dos números. Los extremos de cada línea son socios de bridge, los pares de socios son oponentes en la misma mesa. Si hay una segunda mesa, se unen dos pares más de números con líneas de color para indicar los puestos que han de ocupar en esa mesa. Para cada mesa más se utiliza un nuevo color.


  La organización de tales líneas genera una solución cíclica si (y solamente si) se cumplen dos condiciones. Primera, ningún par de líneas es de la misma longitud (la longitud se mide por el número de unidades que abarca en la circunferencia). A excepción de la línea del radio, las longitudes serán necesariamente enteros consecutivos que empiezan en 1 y acaban en 1/2(n ‒ 1). Segundo, si todos los oponentes en cada mesa están conectados por líneas (que en la ilustración son de trazos), cada longitud aparecerá en el disco solamente dos veces.
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  Las líneas se van trazando básicamente por tanteo, corrigiendo los errores. No se conoce ningún procedimiento que garantice, para todos los valores de n, una configuración correcta. Hallada una, indicará la distribución de puestos correspondiente al primer día. Por rotación del disco se generan las correspondientes a los días restantes. Cada columna del diseño final es cíclica, por lo que una vez determinadas las posiciones del primer día se puede formar rápidamente la tabla de los días siguientes sin tener que girar el disco. Las soluciones correspondientes a n = 132, n = 152 y n = 264 no son cíclicas, pero es posible darles forma cíclica permutando los números. Según Baker, todos los valores de n poseen soluciones cíclicas, aunque no se ha encontrado un algoritmo general para hallarlas.


  Y ahora un problema ameno. ¿Sabrá el lector diseñar un disco para 12 jugadores de bridge que genere todas las condiciones deseadas?


  


  SOLUCIONES


  En la figura 56 se ofrecen dos soluciones al problema de diseñar un torneo de bridge para 12 jugadores, de modo que se encuentren en tres mesas durante 11 días, cada jugador sea socio de cada uno de los demás jugadores exactamente una vez, y oponente de cada uno de los demás, exactamente dos. La distribución correspondiente al primer día está dada por un disco en el que los socios están conectados por líneas de color, y las mesas, representadas por líneas del mismo color. Al girar el disco en sentido horario, un paso por vez, se genera el diseño cíclico para los 10 días siguientes. Configuraciones de discos distintas de las mostradas permiten generar otras soluciones adicionales.
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  ADENDA


  La definición de evolución de Herbert Spencer, que da en sus First Principles, rezaba así: «Evolución es un cambio desde una homogeneidad indefinida, incoherente, a una heterogeneidad definida, coherente, a través de diferenciaciones e integraciones continuas». La parodia de Kirkman apareció en su Philosophy Without Assumptions (1876) seguida de la pregunta, «¿Puede alguien demostrar que mi traducción no es justa?». Spencer sí la consideraba injusta, y en el Apéndice B de una edición posterior de First Principles se refiere por extenso a los que denomina «curiosos estados mentales» de Kirkman y del matemático P. G. Tait, quien estaba de acuerdo con los ataques de Kirkman contra la evolución.


  La solución del sistema ternario de Steiner correspondiente a siete invitados está emparentada de cerca con un curioso sólido conocido por poliedro de Császár. Este toroide (tiene un solo ojo) es el único poliedro conocido, aparte del tetraedro, que carece de diagonales ―es decir, de rectas que unan dos vértices y no sean una arista―. He descrito este sólido, y la forma de construir un modelo, en el capítulo 11 de mis Time Travel and Other Mathematical Bewilderments (1988) (hay traducción española, Viajes por el tiempo y otras perplejidades matemáticas, Editorial Labor, Barcelona, 1988).


  Tras la aparición de este capítulo en Scientific American en mayo de 1980, recibí la siguiente carta informativa del científico informático Donald E. Knuth, de la Universidad de Stanford:


  Cuando yo estudiaba combinatoria, en los primeros años 1960, era típico oír que los sistemas triples de Steiner fueron inicialmente propuestos por Steiner en 1853, y resueltos por Reiss en 1859, y que la solución más elegante era la debida a E. H. Moore, en 1893. Pero un día, por casualidad, consulté una referencia errónea del problema de las colegialas de Kirkman, y descubrí que el propio Kirkman no sólo había propuesto el problema de la terna «Steiner» en 1847, sino que también lo había resuelto elegantemente para todos los valores de n que fueran de la forma 6k + 1 y 6k + 3, y que había dado las soluciones aproximadas máximas correspondientes a 6k y a 6k + 4. Así que le mencioné a Marshall Hall dicha referencia, justo a tiempo para que la incluyera en su libro Combinatorial Theory (1967). El problema de las colegialas fue también el tema de otro artículo, me parece que también en la misma revista y en el mismo año. Resulta curioso que este su primer artículo haya permanecido en el olvido durante más de 100 años. La razón pudo haber sido que Kirkman dio también demostraciones inválidas para los casos 3k + 2. Sus argumentos para estos casos pueden parafrasearse y decir «he aquí una bonita construcción, que por fuerza ha de ser la mejor posible, porque a Dios no le hubiera gustado que la solución óptima fuera más complicada que ésta».


  En el ejercicio 6.5-10 del Volumen 3 de mi obra The Art of Computer Programming: Sorting and Searching concentré sus construcciones válidas en menos de una página. Son, en realidad, mucho más sencillas que la solución al «problema de Steiner» dada por Moore en 1893, y que en tan elevada opinión se tiene.
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  9. El Monstruo y otros grupos esporádicos


  ¿Qué es redondeada y conmutativa?


  Una grupa abeliana.


  Acertijo anónimo (hacia 1965)


  Entre 1975 y 1980, los especialistas de una rama del álgebra abstracta conocida por teoría de grupos estuvieron bregando para capturar un grupo al que John Horton Conway dio el mote de «El Monstruo». Tal apodo se debe a su tamaño. Cuando por fin fue construido en 1980, el número de sus elementos resultó ser


  808.017.424.794.512.875.886.459.904.961.710.757.005.754.368.000.000.000, es decir 246 × 320 × 59 × 76 × 112 × 133 × 17 × 19 × 23 × 29 × 31 × 41 × 47 × 59 × 71


  El hombre que capturó tal bestia con las manos desnudas fue Robert L. Griess, Jr., un matemático que a la sazón se hallaba en la Universidad de Michigan. A Griess (pronúnciese «gráis») le desagrada el término monstruo, y prefiere llamarlo «Gigante Amistoso» o aludir a él por su símbolo matemático, F1. La noticia de su descubrimiento supuso una conmoción entre los especialistas en teoría de grupos, porque les aproximaba a completar una tarea que ha venido ocupándoles durante más de un siglo: la clasificación de todos los grupos finitos simples.


  La pintoresca historia de tal empresa comenzó con una detonación. En 1832, Evariste Galois, un genio matemático francés y estudiante republicano radical, resultó muerto de balazo en un estúpido duelo a pistola por un asunto de faldas. No había cumplido todavía los 21 años. Se habían realizado antes algunos trabajos fragmentarios sobre grupos, pero fue Galois quien echó los cimientos de la teoría de grupos moderna, e incluso quien le dio nombre, en una carta, tan extensa como triste, que le escribió a un amigo la noche anterior a su duelo fatal.


  ¿Qué es un grupo? Hablando sin rigor, es un conjunto de operaciones que se efectúan sobre algo, con la propiedad de que si alguna operación del conjunto es seguida por cualquier otra operación de ese conjunto, el resultado puede también ser logrado por una sola operación del conjunto. Las operaciones reciben el nombre de elementos del grupo, y su número se llama orden del grupo.


  Antes de entrar en definiciones más precisas, tomemos un ejemplo. Estamos en posición de firmes, y hemos de ejecutar alguna de estas cuatro órdenes: «quieto», «izquierda», «media vuelta», y «derecha». Supongamos ahora que hayamos de ejecutar «izquierda» seguida de «media vuelta». Una secuencia de esta clase será llamada una multiplicación de las dos operaciones. Fijémonos en que el «producto» de esta particular multiplicación puede ser logrado en un solo paso por la operación «derecha». Este conjunto de cuatro operaciones es un grupo porque cumple los axiomas siguientes.


  1. Clausura: el producto de cualquier par de operaciones equivale a una sola operación del conjunto.


  2. Propiedad asociativa: si el producto de dos operaciones cualesquiera es seguido por una tercera, el resultado es el mismo que si la primera operación se continúa con el producto de la segunda y la tercera.


  3. Identidad: hay exactamente una operación que no tiene efecto, en este caso, «quieto».


  4. Existencia de inversos: para cada operación existe una operación inversa, lo que significa que la ejecución de una operación y de su inversa es equivalente a la operación identidad. En este ejemplo, «izquierda» y «derecha» son inversas una de la otra, mientras que «quieto» (la identidad) y «media vuelta» son cada una inversa de sí misma.


  Cualquier conjunto de operaciones que verifique estos cuatro axiomas es un grupo; el grupo de cuatro órdenes que acabo de describir es el llamado grupo cíclico de orden 4, ya que también puede ser modelizado por las permutaciones cíclicas de cuatro elementos dispuestos en hilera (en una permutación cíclica de un conjunto ordenado de elementos el primer elemento pasa a ocupar la segunda posición, el segundo elemento se traslada a la tercera, y así sucesivamente, pasando el último elemento a la primera). Rotulemos 1, 2, 3 y 4 a los cuatro objetos y supongámoslos alineados en orden numérico: 1234. La operación identidad, a la que llamaré I, deja inalterado el orden de los elementos. La operación A los permuta y ordena en la forma 4123, la B, en 3412 y la C en 2341. Este grupo puede quedar completamente caracterizado por la tabla de «multiplicación» de la parte superior derecha de la figura 57. Cada casilla de la tabla da la operación que es equivalente a la realización de la operación indicada en el extremo izquierdo de su fila, seguida por la operación indicada en la cabecera de su columna. Si se realiza una construcción similar para el primer modelo, haciendo que I, A, B y C denoten las cuatro órdenes («quieto», «izquierda» y demás) en el orden en que son citadas, resulta la misma tabla, lo que demuestra que el grupo cíclico de orden 4 y el grupo de cuatro órdenes son equivalentes o isomorfos.
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  Observemos que la tabla correspondiente al grupo cíclico de orden 4 es simétrica respecto de uno de sus ejes diagonales. Esta característica de la tabla indica que el grupo obedece también al axioma de conmutatividad, lo que significa que el producto de dos operaciones es el mismo, con independencia de la que sea realizada en primer lugar. Los grupos que exhiben esta propiedad se llaman «grupos abelianos», en recuerdo del matemático noruego Niels Henrik Abel. Toda permutación cíclica de n objetos engendra un grupo abeliano, que es equivalente al grupo de los giros que respetan la orientación de un polígono regular de n lados (un giro preserva la orientación de una figura si al concluir el giro la figura queda exactamente en la misma posición que tenía al empezar). Así pues, el grupo cíclico de orden 4 puede ser modelizado por los giros que preservan la orientación de un cuadrado.


  Existe exactamente un único grupo de 1: el grupo trivial, que consiste en la operación identidad. No hay dificultad en comprender que esta operación cumple los cuatro criterios exigidos por la definición de grupo. Por ejemplo, si no hacemos nada a una cosa dos veces sucesivas, nada le hemos hecho y el axioma de clausura es satisfecho. Casi igual de trivial es el único grupo de orden 2. Este grupo, cuya tabla vemos en la figura 57, puede ser modelizado mediante dos operaciones sobre una moneda: primera, no hacerle nada (I), y segunda, darle la vuelta (A). El único grupo de orden 3 es el cíclico de ese orden, que es equivalente al conjunto de giros que preservan la orientación de un triángulo equilátero. Existen exactamente dos grupos de orden 4: el grupo cíclico de orden 4 y otro, conocido por grupo tetrádico de Klein.


  El grupo tetrádico de Klein admite un modelo sencillo mediante las siguientes operaciones con dos monedas situadas una junto a otra: no hacer nada (I), darle la vuelta a la moneda de la izquierda (A), darle la vuelta a la moneda de la derecha (B), darle la vuelta a las dos monedas (C). La tabla del grupo, que se expone en la figura 57 revela que también este grupo es abeliano.


  El ejemplo más sencillo de grupo no abeliano es el conjunto de las seis operaciones de simetría que se pueden realizar sobre un triángulo equilátero: la identidad, la rotación del triángulo 120 grados en sentido horario, la rotación de 120 grados en sentido antihorario y voltearlo en torno a cualquiera de sus tres alturas. Para demostrar que los elementos del grupo no conmutan, marquemos con letras los vértices de un triángulo de cartón, hagámoslo girar 120 grados en cualquier sentido y démosle la vuelta respecto a cualquier altura; realicemos después esas dos mismas operaciones en orden inverso y comparemos los resultados. Si cada vértice del triángulo es identificado con un objeto diferente, el grupo de 6 elementos resultante es equivalente al grupo de todas las permutaciones de tres objetos.


  Para poner a prueba su comprensión de la noción de grupo, podría usted detenerse a considerar los tres modelos siguientes:


  1. Con un mazo consistente en cuatro naipes vueltos cara abajo se definen las cuatro operaciones siguientes: la operación identidad (I), la transposición de las cartas de lo alto del mazo (A), la transposición de las dos caras de lo bajo (B) y, por último, retirar las dos cartas centrales y colocar la situada más abajo en lo bajo del mazo, y la otra, en lo más alto (C).


  2. Un billete de un euro puede ser colocado cara arriba o cara abajo, y también mirando hacia arriba o mirando hacia abajo. Las operaciones son la identidad (I), efectuar con el billete un giro de 180 grados (A), voltearlo en torno a su eje vertical (B) o darle la vuelta alrededor de su eje horizontal (C).


  3. Un calcetín puede estar puesto en el pie izquierdo o en el derecho, y encontrarse en uno de dos estados, vuelto del derecho o vuelto del revés. Las operaciones son la identidad (I); quitarse el calcetín, volverlo del revés y ponérselo otra vez en el mismo pie (A); llevar el calcetín al otro pie, sin darle la vuelta (B) y quitarse el calcetín, darle la vuelta, y ponérselo en el otro pie (C).


  Forme la tabla de multiplicar correspondiente a cada grupo y determine si el grupo es equivalente al grupo cíclico de orden 4 o al grupo tetrádico de Klein.


  La tabla de multiplicar de un grupo puede ser representada gráficamente mediante un diagrama llamado grafo cromático de Cayley, en recuerdo del matemático Arthur Cayley. Por ejemplo, el grafo inferior izquierdo de la figura 58 es un grafo cromático de Cayley para el grupo cíclico de orden 4, cuya tabla se expone en lo alto de la ilustración. Los cuatro puntos del grafo se corresponden con las cuatro operaciones del grupo. Cada par de puntos se encuentra unido por un par de líneas que van en direcciones opuestas; las puntas de flecha señalan el sentido del recorrido, y a cada operación le ha sido asignado un color, atendiendo a la clave que figura en lo alto de la tabla. Para comprender la forma en que el grafo reproduce la información de la tabla, fijémonos en la línea que va desde B hasta A. El color de la línea se determina partiendo de B en lo alto de la tabla, moviéndose hacia la derecha hasta la casilla que contiene A y usando después el color asignado a la letra C, en el encabezamiento de la columna en la que se encuentra la casilla. El mismo procedimiento determina los colores de todas las demás líneas.
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      Figura 58


    


  


  Cuando dos puntos de un grafo cromático de Cayley son unidos mediante dos líneas de distinto color, las operaciones representadas por los dos colores son una inversa de la otra. Si ambas líneas son del mismo color, la operación asociada a ese color es inversa de sí misma. En tal caso se puede simplificar el grafo, reemplazando las dos líneas orientadas del mismo color por una sola línea, sin orientar, de ese mismo color. La operación identidad, por otra parte, está representada por un bucle que une cada punto consigo mismo, y como hay uno de estos bucles en cada vértice del grafo, podemos omitirlos todos. La versión simplificada del grafo se ofrece en la parte inferior derecha de la figura 58.


  En la figura 59 se muestra un grafo de Cayley simplificado para el grupo de Klein de orden 4, y se ofrece otro para el grupo no abeliano de las permutaciones de tres elementos, que tiene orden 6, en la figura 60. Para grafos de orden superior resulta más conveniente dejar de usar colores y rotular, en cambio, cada línea con el símbolo correspondiente a la operación que representa.


  

    

      

        [image: img67.png]

      


      Figura 59


    


  


  Debería ser obvio que dado el grafo de colores correspondiente al grupo se puede construir fácilmente su tabla de multiplicar. La recíproca también es cierta. Los grafos constituyen, empero, una ayuda valiosa, pues con frecuencia revelan propiedades que no se aprecian fácilmente en la tabla. Por ejemplo, no es difícil observar que si en el grafo de orden 6 se suprimen las líneas correspondientes a las operaciones A, B y C, y se dejan solamente las correspondientes a D y a E, se obtienen dos grafos desconectados. Aunque cada uno es un grafo coloreado para un grupo cíclico de orden 3, solamente el conjunto de operaciones I, D, E forma realmente un grupo, pues solamente este conjunto contiene la operación identidad. Cualquier subconjunto de elementos del grupo que forme un grupo por derecho propio se denomina subgrupo; así pues, hemos descubierto por inspección que el grupo cíclico de orden 3 es un subgrupo del grupo de permutaciones de orden 6.
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      Figura 60


    


  


  Hasta el momento nos hemos referido solamente a grupos con un número finito de operaciones, o elementos. Existen también grupos infinitos. Los grupos infinitos se dividen en dos categorías: los grupos discretos, que tienen una colección numerable o contable de elementos, y los grupos continuos, que constan de una colección no numerable de elementos. Se dice que un conjunto infinito es numerable (o contable) si es posible hacer que todos y cada uno de sus elementos se correspondan con uno de los enteros positivos 1, 2, 3... sin que elementos distintos tengan asociados números iguales. Por consiguiente, el conjunto de todos los números enteros forma, con respecto a la operación de adición, un grupo abeliano discreto. Su elemento identidad es el 0, y el inverso de cada elemento a, es su opuesto, ‒a. Los números reales, por otra parte, forman un grupo continuo con respecto a la adición, y si de ellos se excluye al 0, forman también un grupo continuo con respecto a la multiplicación (en este segundo caso, el 1 es el elemento identidad, y el inverso de un elemento a es 1/a). Los grupos continuos se llaman también grupos de Lie (pronunciado «li») en honor del matemático noruego Marius Sophus Lie. Un ejemplo geométrico trivial de grupo de Lie es el grupo de simetrías de rotación de un círculo (o de una esfera o de una hiperesfera). El grado de rotación puede ser tan pequeño como se desee.


  La noción de grupo es una de las más potentes y unificadoras que hay en matemáticas. Por otra parte, amén de hacer aparición en todas las ramas de las matemáticas, los grupos tienen aplicaciones sin cuento en las ciencias. Allí donde haya simetría habrá un grupo. Las transformaciones de Lorentz de la teoría de la relatividad forman un grupo de Lie basado en las rotaciones continuas de un objeto en el espacio-tiempo. Grupos finitos subyacen a la estructura de todos los cristales y son indispensables en química, en mecánica cuántica, en la física de partículas. La célebre óctuple vía, que clasifica a las partículas subatómicas conocidas como hadrones, es un grupo de Lie. Cada geometría puede ser definida como el estudio de las propiedades de una figura que son invariantes frente a un grupo de transformaciones.


  En ocasiones, los grupos aparecen hasta en las matemáticas recreativas. Dado que todo grupo finito puede ser modelizado por un conjunto de permutaciones de n objetos, será una fea sorpresa que nos topemos con grupos en las barajaduras, en los malabarismos con bolas, en la campanología (o arte de tañer las campanas), en los rompecabezas de bloques deslizantes y en toda clase de rompecabezas combinatorios, como el cubo de Rubik. En un artículo anterior (reimpreso en mis New Mathematical Diversions from Scientific American, traducción al español, Nuevos divertimentos matemáticos, Alianza Editorial) explicaba la aplicación de los grupos a la teoría de trenzados, que por ello subyacen a muchos trucos de magia con cuerdas o pañuelos retorcidos.


  En vista de la gran elegancia y utilidad de los grupos, resulta comprensible que los matemáticos quisieran clasificarlos. Los grupos de Lie han quedado clasificados ya, pero hay otros grupos infinitos que todavía eluden la clasificación. ¿Cuál es la situación para los grupos finitos? Se podría pensar que son más fáciles de clasificar que los grupos de Lie, pero no ha resultado así. Se trata de una tarea difícil que se encuentra a punto de quedar concluida.


  Todos los grupos finitos pueden ser construidos a partir de unos bloques elementales llamados grupos simples, de forma similar a cómo los compuestos químicos se construyen a partir de elementos, las proteínas a partir de los aminoácidos y los números compuestos a partir de los números primos. Un grupo es simple si no posee subgrupos «normales» distintos del propio grupo y del subgrupo identidad trivial. Recordemos que un subgrupo es, por definición, cualquier subconjunto de elementos de grupo que constituya, por derecho propio, un grupo. Posiblemente, la mejor forma de explicar qué es un subgrupo normal sea la que sigue: consideremos un grupo G y uno de sus subgrupos, S. El conjunto de los productos obtenidos al multiplicar un elemento del grupo G por cada uno de los elementos de S es su cogrupo derecho, gS. Análogamente, el conjunto de los productos obtenidos al multiplicar cada elemento de S por g es su cogrupo izquierdo, Sg. Si para toda elección de g resulta que gS = Sg, es decir, si los cogrupos derecho e izquierdo de todos los elementos son iguales, el subgrupo se llama normal.


  Por ejemplo, el grupo cíclico de orden 3 es un subgrupo normal del grupo de permutaciones de tres objetos, que tiene 6 elementos. Por lo tanto, el grupo de permutaciones no es simple. Los grupos simples vienen a ser los ladrillos con los que se edifican todos los grupos y, por ello, para clasificar los grupos finitos es necesario clasificar todos los grupos finitos simples.


  Casi todos los grupos finitos simples pertenecen a familias que tienen una infinidad de miembros. Las familias de este tipo proporcionan un sistema de clasificación perfectamente satisfactorio, pues existen procedimientos para construir cada uno de los miembros que la componen, es decir, cada grupo. Por ejemplo, los grupos de permutaciones cíclicas de orden primo (que podemos modelizar mediante los giros de polígonos regulares con un número primo de lados) son grupos finitos simples. De hecho, se trata de los únicos grupos finitos simples que son abelianos, así como los únicos que son cíclicos. Un resultado famoso en matemáticas, conocido por teorema de Lagrange, enuncia que el orden, o sea, el número de elementos de un subgrupo tiene que ser divisor del orden del grupo que lo contiene. Dado que un número primo no tiene divisores (aparte de 1 y de sí mismo), este teorema implica que ningún grupo de orden primo puede tener subgrupos propios (subgrupos distintos del identidad y del propio grupo). Si un grupo no tiene subgrupos propios, carecerá ciertamente de subgrupos normales y, por ello, todo grupo de orden primo es simple.


  Otra familia importante de grupos simples es la formada por los grupos alternados, que son modelizados por las permutaciones pares de n objetos, para todos los enteros n mayores que 4. Se llama permutaciones pares a las que pueden obtenerse en un número par de pasos, consistente cada uno en la transposición o intercambio de dos de los objetos. Por ejemplo, el grupo cíclico de orden 3 es también un grupo alternado, ya que 231 se puede obtener de 123 en dos pasos (se transponen primero 1 y 2 y, después, 1 y 3) y lo mismo vale para cualquier otro par de las tres permutaciones cíclicas de tres objetos. Exactamente la mitad del total de las permutaciones son pares, y dado que n objetos pueden ser permutados de n! maneras, el orden del correspondiente grupo alternado es n!/2. Las permutaciones impares no forman grupos, porque cualquier permutación impar seguida de otra impar es equivalente a una permutación par, y no se cumple, pues, el axioma de clausura.


  Existen otras 16 familias infinitas de grupos simples finitos, todos ellos no abelianos y no cíclicos. Los órdenes de los grupos simples (excluidos los cíclicos) forman una sucesión infinita que empieza en 60, que es el orden del grupo alternado de 5 objetos (este grupo es equivalente al grupo de rotaciones de un dodecaedro o de un icosaedro regular). La sucesión comienza 60, 168, 360, 504, 660, 1092, 2448, 2520, 3420, 4080, 5616, 6048, 6072, 7800, 7920... Insertando en esta sucesión el número 1 y todos los números primos, la sucesión resultante proporciona los órdenes de todos los grupos simples.


  Por desgracia, figura en la lista un pequeño número de grupos (que empieza en el grupo de orden 7.920) que es imposible asignar a ninguna familia infinita. Se trata de las anomalías no abelianas, de los grupos guasones que desafían a toda clasificación. Los matemáticos les dan el nombre de grupos simples esporádicos, pero, aunque simples, son sumamente complicados. De existir un número infinito de estos esporádicos sin una regla que permitiera ordenarlos, la tarea de la clasificación de todos los grupos simples finitos y, por tanto, de los grupos simples, no tendría solución. Existen, sin embargo, razones poderosas para pensar que no existen más esporádicos que los 26 identificados ya (puede verse una historia clásica de los grupos esporádicos en la figura 61. Fue publicada por vez primera en The American Mathematical Monthly en noviembre de 1973. Se cuenta que la balada fue descubierta «garrapateada en una mesa de la Biblioteca Eckhart de la Universidad de Chicago por autor ignorado o en paradero desconocido». Los «bucles» a los que alude son los grupos cíclicos simples, y An es el símbolo del grupo alternado correspondiente a n objetos).


  La búsqueda de los grupos simples esporádicos comenzó en el séptimo decenio del siglo XIX, cuando el matemático francés Emile Léonard Mathieu descubrió los cinco primeros. El menor de ellos, conocido por Mn consta de 7.920 operaciones y puede ser modelizado por ciertas permutaciones de 11 objetos. Hubo de transcurrir un siglo antes de que fuera descubierto el sexto esporádico, de orden 175.560, hallado en 1965 por Zvonimir Janko, de la Universidad de Heidelberg. Tres años después, John Horton Conway, entonces en la Universidad de Cambridge, sorprendió a todos descubriendo otros tres esporádicos más. Su trabajo estuvo basado en el retículo de Leech, un sistema ideado por John Leech, un matemático británico, para empaquetar de forma compacta hiperesferas unitarias en un espacio de 24 dimensiones (en el retículo de Leech, cada hiperesfera es tangente a otras 196.560 exactamente).


  A Simple Ballad


  (To be sung to the tune of “Sweet Betsy from Pike”)


  What are the orders of all simple groups?


  1 speak of the honest ones, not of the loops.


  It seems that old Burnside their orders has guessed


  Except for the cyclic ones, even the rest.


  Groups made up with permutes will produce some more:


  For An is simple, if n exceeds 4.


  Then, there was Sir Matthew who carne into view


  Exhibiting groups of an order quite new.


  Still others have come on to study this thing.


  Of Artin and Chevalley now we shall sing.


  With matrices finite they made quite a list.


  The question is: Could there be others they've missed?


  Suzuki and Ree then maintained it's the case


  That these methods had not reached the end of the chase.


  They wrote down some matrices, just four by four,


  That made up a simple group. Why not make more?


  And then came the opus of Thompson and Feit


  Which shed on the problem remarkable light.


  A group, when the order won't factor by two,


  Is cyclic or solvable. That’s what is true.


  Suzuki and Ree had caused eyebrows to raise,


  But the theoreticians they just couldn’t faze.


  Their groups were not new: if you added a twist,


  You could get them from old ones with a flick of the wrist.


  Still, some hardy souls felt a thorn in their side.


  For the five groups of Mathieu all reason defied;


  Not An, not twisted, and not Chevalley,


  They called them sporadic and filed them away.


  Are Mathieu groups creatures of heaven or hell?


  Zvonimir Janko determined to tell.


  He found out what nobody wanted to know:


  The masters had missed 1 7 5 5 6 0.


  The floodgates were opened! New groups were the rage!


  (And twelve or more sprouted, to greet the new age.)


  By Janko and Conway and Fischer and Held.


  McLaughlin, Suzuki, and Higman, and Sims.


  No doubt you noted the last lines don’t rhyme.


  Well, that is, quite simply, a sign of the time.


  There’s chaos, not order, among simple groups;


  And maybe we'd better go back to the loops.


  Figura 61


  Leech descubrió su retículo mientras trabajaba en códigos de corrección de errores. Resulta que existe una íntima conexión entre ciertos grupos esporádicos y los códigos utilizados en la reconstrucción de un mensaje distorsionado por ruido. Dos de los grupos esporádicos de Mathieu, M23 y M24, están relacionados con el código Golay de corrección de errores, utilizado a menudo con fines militares. Hablando sin precisión, un buen código de corrección de errores se basa en un subconjunto de hiperesferas situadas tan separadas como sea posible en un empaquetamiento denso.


  A principios de 1980 se había demostrado la existencia de un par de docenas de grupos esporádicos, y había otros dos, J4 y Fl, que se creían auténticos (en la figura 62 podemos ver una lista de estos 26 grupos esporádicos). J4, que fue propuesto por Janko en 1975, fue finalmente construido en febrero por David Benson, Conway, Simon P. Norton, Richard Parker, y Jonathan Thackray, un grupo de matemáticos de Cambridge. La existencia de F, (el monstruo), que es con mucho el mayor de los esporádicos, fue conjeturada independientemente por Griess y Bernd Fischer, de la Universidad de Bielefeld, en 1973, y construido, como ya he mencionado, por Griess en enero. Diversos otros esporádicos más pequeños, cuya construcción exigió largos cálculos computarizados, están incrustados en F1 de un modo tal que su existencia se deduce casi trivialmente de la existencia de F1. Y sin embargo, para asombro de todos, la construcción de F1 fue realizada por Griess casi enteramente a mano. ¡Se dice que F, está basado en un grupo de simetrías de rotación en un espacio de 196.883 dimensiones!
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      Figura 62


    


  


  Esta lista de 26 grupos esporádicos... ¿es la lista completa? La mayoría de los especialistas en teoría de grupos así lo creen, pero demostrar esa conjetura podría resultar una tarea formidable. De hecho, es verosímil que la demostración que finalmente se obtenga ocupe más de 10.000 páginas impresas. Se ha de observar, sin embargo, que en la teoría de grupos, las demostraciones tienden a ser inusitadamente largas. Una famosa demostración de John Thompson y Walter Feit, quienes, entre otras cosas, demostraron la conjetura de William Burnside, que afirma que todos los grupos finitos simples no abelianos son de orden par, ocupa más de 250 páginas: todo un número de The Pacific Journal of Mathematics (vol. 13, páginas 775-1.029,1963).


   


  En 1972, David Gorenstein, de la Universidad de Rutgers, esbozó un programa de 16 etapas que permitiría completar la clasificación de los grupos finitos simples. Esta guía para la demostración definitiva no tardó en ser perfeccionada y grandemente «acelerada» por Michael Aschbacher, del Instituto de Tecnología de California. Ambos figuran como los grandes expertos en teoría de grupos de todo el mundo (Aschbacher ganaría posteriormente el muy codiciado Premio Colé en álgebra). En mayo de 1977, Gorenstein decía en The New York Times que había estado trabajando en el problema de la clasificación cinco horas diarias, siete días a la semana, 52 semanas al año, desde 1959. «Quiero resolverlo», decía, «porque quiero resolverlo, no porque vaya a beneficiar a la Humanidad». Al igual que casi todos los especialistas en teoría de grupos, Gorenstein está convencido de que no serán descubiertos nuevos grupos esporádicos, y que está casi completa la demostración de que los grupos esporádicos son 26.


  No existe, obviamente, ninguna forma de predecir si a un determinado resultado matemático, no motivado por consideraciones prácticas, se le podrán encontrar, o no, aplicaciones prácticas. Lo que sí sabemos es que los grupos yacen en el corazón mismo de la estructura del universo. La naturaleza parece preferir los grupos pequeños, sin complicaciones, pero ello podría ser una ilusión creada porque a los grupos pequeños resulta más fácil hallarles aplicaciones, sobre todo en un mundo limitado a tres dimensiones espaciales. ¿Quién podrá asegurar que en alguna lejana fecha, si la raza humana sobrevive, no tendrá el monstruo alguna notable, aunque por el momento inimaginable, aplicación?


   



  SOLUCIONES


  El problema consistía en determinar si tres modelos de un grupo de orden 4 eran ejemplos del grupo cíclico o del grupo tetrádico de Klein. Los tres son grupos de Klein. Un criterio sencillo para determinar el carácter de un grupo de orden 4 dado consiste en observar si cada operación es inversa de sí misma. Si lo es, el grupo es del tetrádico de Klein.


  ADENDA


  La clasificación definitiva de todos los grupos simples finitos quedó completa en agosto de 1980. La demostración, conocida por «el teorema enorme», está fundada en cientos de artículos de más de un centenar de matemáticos de todo el mundo, escritos a lo largo de los tres últimos decenios. ¡Se espera que la demostración completa, cuando sea publicada en muchos volúmenes, ocupará unas 5.000 páginas! Está por ver si es posible simplificarla y abreviarla. Como todo el mundo presuponía, existen exactamente 26 grupos esporádicos.


  «Los grupos simples son objetos hermosos», escribió John Conway poco antes de ser demostrado el teorema enorme, «y me gustaría seguir teniendo tratos con ellos, pero estoy llegando de mala gana a la conclusión de que, probablemente, no hay otros que conocer.»


  Cuando fue demostrado el teorema de los cuatro colores tras un horripilante montón de pliegos impresos por ordenador, algunos matemáticos sugirieron que los ordenadores estaban introduciendo demostraciones de categoría cualitativamente diferente. Dado que los ordenadores son máquinas falibles, se argüía, tales demostraciones respaldan la opinión de que las matemáticas son una ciencia empírica, tan falible como la física. El teorema enorme desmiente esta curiosa opinión. Es mucho más grande que la salida del teorema de los cuatro colores, y tan susceptible de error, o más, que ésta. A decir verdad, se podría afirmar que las demostraciones por ordenador son más precisas que las demostraciones muy grandes realizadas «a mano», porque un ordenador puede ser reprogramado de distinta manera, y utilizar un programa para verificar al otro. Además, un ordenador sólo se diferencia de una máquina sumadora, o incluso de un ábaco, manejada a mano, solamente en la velocidad con que manipula símbolos. Un matemático que utilice una computadora moderna no se diferencia esencialmente en nada de otro matemático que utilizase una calculadora de bolsillo para efectuar grandes multiplicaciones o divisiones.


  El físico Tony Rothman, en «Genius and Biographers: The Fictionalizations of Evariste Galois» (American Mathematical Monthly, vol. 89, febrero de 1982) y en «La breve vida de Evariste Galois» (Investigación y Ciencia, junio de 1982) ofrecía pruebas de que Eric Temple Bell, en su popular Men of Mathematics (1937) [hay edición española, Los grandes matemáticos] cargaba demasiado las tintas en los aspectos románticos. En la narración de Bell, Galois se pasó la noche anterior a su duelo «garrapateando febrilmente» sus descubrimientos sobre grupos. «Una y otra vez», escribía Bell, «interrumpía su exposición para escribir en el margen “No tengo tiempo. No tengo tiempo.”»


  Es verdad que el joven Galois fue muerto en un duelo a causa de una damisela, pero este pasaje es casi del todo erróneo. Galois había escrito varios artículos sobre teoría de grupos, y estaba meramente anotando y corrigiendo aquellos artículos publicados ya. «Quedan por completar algunas cosas en esta demostración», escribió al margen. «No tengo tiempo.» Ese, y no otro, es el fundamento que pudo tener Bell para afirmar que Galois hubo de escribir una y otra vez, «No tengo tiempo. No tengo tiempo».
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  10. Taxigeometría


  Una duda profunda y honda...


  ¿Será una circunferencia


  siempre redonda?


  Erdös, en un artículo


  que ha escrito en kurdo


  da un contraejemplo


  que no es ridículo


  ni absurdo.


  Anónimo


  Si en la geometría euclídea se modifican uno o varios de sus postulados resulta posible construir toda clase de geometrías extrañas, tan coherentes (sin contradicciones internas) como la geometría plana que se enseña en las escuelas de enseñanza secundaria. Algunas de estas geometrías han resultado ser enormemente útiles en la física moderna y la cosmología, pero las dos más importantes, la geometría elíptica y la geometría hiperbólica, tienen una estructura que es imposible visualizar. Por esta razón, a los matemáticamente legos estas geometrías les resultan demasiado difíciles de comprender, y les resulta imposible investigar sus estructuras en búsqueda de nuevos teoremas o resolver problemas no euclídeos interesantes.


  En este capítulo le echaremos un vistazo superficial a una geometría no euclídea de muy diferente tipo, tan fácil de comprender, que quienquiera explore su estructura valiéndose de papel cuadriculado ordinario podrá sentir la excitación del descubrimiento de nuevos teoremas. Llamada en ocasiones «geometría de los taxis», este sistema puede ser modelizado por los taxis que merodean por una ciudad cuyas calles (como las del Ensanche de Barcelona) formen un retículo de manzanas cuadradas, que tomaremos como unidades. En ciertos aspectos, la «taxigeometría» se parece mucho a la geometría plana habitual. Es, empero, lo bastante distinta como para que su exploración resulte muy entretenida. Tal exploración, además, proporciona una vigorosa intuición de cómo puede una geometría apartarse de la euclídea en las formas más exóticas y seguir, no obstante, constituyendo un sistema formal lógicamente consistente.


  Que yo sepa, la geometría del taxi fue propuesta en serio por vez primera por Hermann Minkowski, un matemático nacido en Rusia que fue profesor en Zurich del joven Albert Einstein. Posteriormente, Minkowski le daría a la teoría de la relatividad especial su hermosa formulación en una geometría tetradimensional de espacio y tiempo, y las gráficas espacio-tiempo ahora tan utilizadas en la teoría de la relatividad reciben de él su nombre. En torno al cambio de siglo Minkowski publicó en Alemania sus Collected Works (reimpresa en Estados Unidos por Chelsea Publishing Company en 1967), en las que analizaba una variedad de espacios métricos: espacios topológicos compuestos por un conjunto bien definido de elementos llamados puntos, más una regla para la medición de la «distancia» entre dos puntos cualesquiera del conjunto.


  La taxigeometría constituye un sistema métrico en el que los puntos del espacio corresponden a los cruces de las calles de nuestra ciudad idealizada. Si dos puntos, A y B, se encuentran en cruces de una misma calle, la distancia que los separa se mide, lo mismo que en la geometría euclídea, contando el número de cuadras o manzanas unitarias para ir desde uno a otro. Sin embargo, si A y B no están en la misma calle, en lugar de aplicar el teorema de Pitágoras para calcular la distancia que hay entre ellos, se cuenta el número de manzanas que habría de recorrer un taxi para llevarnos desde A hasta B (o viceversa) por la ruta más corta. La estructura de la taxigeometría puede ser formalizada de diversas formas mediante definiciones y axiomas; prescindiré aquí de tales tecnicismos y la describiré sin más en términos intuitivos.


  En la geometría euclídea, la distancia mínima entre dos puntos (a vuelo de pájaro) define una única línea recta. En la geometría del taxi puede haber muchos caminos, todos igualmente minimales, que conecten dos puntos. En lo que sigue, usaremos la palabra «camino» para designar a cualquier ruta del taxi que nos lleve de un punto a otro con kilometraje mínimo.


  Si dos puntos no están en la misma calle, ¿cuántos caminos distintos los conectan? El famoso triángulo de Pascal (en España, triángulo de Tartaglia) nos ayudará a responder esta pregunta. Fijémonos en los puntos A y B situados en vértices opuestos de un triángulo de 3 por 2 manzanas, como se muestra en la figura 63. En la ilustración de la derecha podemos ver el rectángulo dibujado con línea gruesa sobre el triángulo de Tartaglia, y la forma de resolver el problema. La solución está indicada por el vértice inferior del rectángulo: entre A y B hay 10 caminos distintos. Observemos que el triángulo de Tartaglia es simétrico, y por eso no importa si se dibuja el rectángulo con la inclinación hacia el otro lado: el resultado es el mismo (recordemos que en el triángulo de Tartaglia, cada número es la suma de los dos que están sobre él. Para saber más sobre el triángulo de Tartaglia, puede verse el capítulo 15 de mi Carnaval Matemático).
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      Figura 63

    

  


  Los lectores familiarizados con la combinatoria recordarán que el triángulo de Tartaglia (o de Pascal) permite conocer al instante de cuántas formas cabe seleccionar una colección de n objetos en una colección mayor formada por r objetos. Ese número se encuentra en la intersección de la n-ésima diagonal y la r-ésima fila del triángulo. En el caso del problema del taxi, el número de formas de seleccionar dos objetos en un colectivo de cinco resulta ser 10. El dos corresponde a uno de los lados de nuestro rectángulo de manzanas, y el cinco, a la suma de sus dos lados. Diez es también el número de trayectos mínimos que puede seguir un taxi para ir desde un vértice de un rectángulo de 3-por-2 hasta el vértice diagonalmente opuesto.


  No es necesario trazar el triángulo de Tartaglia para determinar el número de caminos que conectan dos puntos en la geometría del taxi. Podemos utilizar también la conocida fórmula para calcular el número N de formas de elegir n objetos de entre r objetos: N = r!/n!(r ‒ n)! Por ejemplo, en nuestro problema del taxi, r! es igual a 1 × 2 × 3 × 4 × 5, es decir, 120; n! es igual a 1 × 2, o sea, 2; y (r ‒ n)! = 1 × 2 × 3, es decir, 6, por lo que la fórmula da por resultado N = 120/12, o sea, 10.


  La posibilidad de inclinar el rectángulo hacia cualquiera de los lados del triángulo de Tartaglia es una forma gráfica de decir que el número de formas de seleccionar n elementos de entre un conjunto más grande, de r elementos, es el mismo que el número de formas de elegir n ‒ r de entre un colectivo de r. Tal hecho resulta intuitivamente obvio si se considera que cada vez que es extraído un conjunto concreto de n elementos de entre el total de r permanece en el colectivo una colección bien determinada de r ‒ n elementos. En el modelo del taxi, ello significa que si se dibuja sobre el retículo un rectángulo euclídeo, el número de distintas rutas del taxi que conectan cualquier par de vértices diagonalmente opuestos es el mismo que el número de las que conectan a los otros dos.


  Dado que las «líneas rectas» (los caminos más cortos) de la geometría del taxi pueden ser líneas quebradas desde el punto de vista euclídeo, en este sistema la noción de «ángulo», o bien carece de sentido, o bien ha de tenerlo radicalmente diferente. A pesar de ello, es posible definir figuras bastante análogas a los polígonos euclídeos, más un curioso «biángulo» de dos lados sin equivalente en la geometría de Euclides.
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      Figura 64

    

  


  Podemos ver algunos ejemplos de biángulos en la figura 64. Debería resultar evidente que aunque biángulos diferentes pueden compartir el mismo par de puntos «vértice», los dos lados de cualquier biángulo han de tener la misma longitud, porque conectan unos mismos puntos.


  En la parte izquierda de la figura 65 podemos ver un taxi-triángulo escaleno de vértices A, B y C, y lados de 14, 8 y 6. Los lados de los taxi-polígonos han de ser, claro está, taxi-caminos; los caminos que componen un polígono de dimensiones especificadas pueden tener distintas formas, pero iguales longitudes. Observemos que el triángulo de la ilustración infringe el teorema euclídeo de que la suma de dos lados cualesquiera de un triángulo ha de ser mayor que el tercer lado: en este caso, la suma de dos lados es igual al tercero, pues 6 + 8 = 14.


  A la derecha de la ilustración puede verse un taxi-cuadrilátero de lados 9, 6, 9 y 12.
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      Figura 65
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      Figura 66

    

  


  Tenemos en la figura 66 tres taxi-cuadrados, todos de lado 6. Sólo el cuadrado de la izquierda cumple el teorema euclídeo sobre igualdad de las diagonales de un cuadrado. Como demuestran estas figuras, los taxi― cuadrados pueden tener innumerables formas euclídeas.


  No hay dificultad en definir un círculo en la taxi-geometría, pero el resultado es completamente insospechado. Lo mismo que en la geometría euclídea, un círculo se define como el lugar de todos los puntos del plano situados a la misma distancia de un punto dado. Supongamos que tal distancia sea 2. El círculo resultante consta de los ocho puntos que vemos a la izquierda de la figura 67... ¡una forma perfecta de cuadratura del círculo! Fijémonos en que solamente hay un radio que va desde el punto O hasta cualquiera de los puntos A, B, C o D, y que hay dos radios que van hasta cada uno de los otros cuatro puntos. No es difícil demostrar que cualquier taxi-círculo de radio r consta de 4r puntos y tiene una circunferencia de longitud 8r. Si adoptamos la definición euclídea del número π, la razón de la circunferencia de un círculo a su diámetro, el valor taxigeométrico de n es exactamente 4.


  
    
      [image: img75.png]


      Figura 67

    

  


  Observemos que nuestro taxi-círculo de 8 puntos incluye una variedad de conjuntos de vértices para taxi-polígonos de 2, 3, 4, 5, 6, 7 y 8 lados. Tenemos, por ejemplo, el biángulo D, X, el triángulo equilátero B, C, D, el cuadrado A, B, C, D, el pentágono regular A, W, X, Z ,Y, el hexágono regular A, W, B, X, Y, Z, Y y el heptágono regular A, W, X, C, Z, D, Y. Los ocho puntos del círculo ocupan los vértices de un conjunto de octógonos regulares.
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      Figura 68
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      Figura 69

    

  


  Otro teorema euclídeo que es infringido por la geometría del taxi es el que afirma que dos círculos no se cortan en más de dos puntos. Como vemos en la figura 68, dos taxi-círculos pueden cortarse en cualquier número finito de puntos. Cuanto mayores son los círculos, más pueden ser sus puntos de intersección. Con un poco de experimentación se obtienen excelentes analogías taxi-geométricas de las otras tres cónicas. En la figura 69 tenemos cuatro taxi-elipses de 12 puntos cada una. Lo mismo que en la geometría euclídea, una taxi-elipse es el lugar geométrico de los puntos cuya suma de distancias a dos puntos fijos A y B es constante. Tales puntos, llamados focos, han sido señalados con círculos de color; en todos los ejemplos presentados en la ilustración, la suma constante es igual a 6.


  La cuarta curva es en realidad una elipse degenerada, correspondiente al segmento rectilíneo que se obtiene cuando la suma constante que define a la elipse euclídea es igual a la distancia entre sus focos. Si tal igualdad es válida en la geometría del taxi, los puntos A y B han de estar en la misma calle y el resultado es una línea recta de puntos. En los demás casos, la elipse consta de todos los puntos situados en el seno del rectángulo euclídeo de líneas reticulares en el cual A y B ocupan vértices diagonalmente opuestos. Sea, por ejemplo que A y B se hallen en vértices opuestos de un cuadrado con lados en el retículo de longitud 4. En este caso, la distancia en taxi entre A y B es 8, y para cada uno de los 25 puntos del cuadrado la suma de sus distancias a A y a B es 8. Estos 25 puntos constituirán la elipse degenerada de suma constante igual a 8 cuyos focos son A y B. Si la suma constante es mayor que la distancia taxi-métrica entre A y B, entonces, lo mismo que en la geometría euclídea, la taxi-elipse se va haciendo cada vez más circular al ir aproximándose los focos. Cuando A y B coinciden, la elipse, lo mismo que en el plano de la geometría euclídea, se convierte en un círculo.


  Una parábola euclídea es el lugar de todos los puntos cuya distancia a un foco A es igual a su mínima distancia a una recta fija, llamada directriz. Si definimos la taxi-directriz como el conjunto de puntos situados a lo largo de una línea recta euclídea, resulta posible también la construcción de parábolas en la geometría del taxi. En la figura 70a se muestran dos. Procure usted construir la parábola correspondiente a la directriz y al foco que se muestran en la figura 70b.
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      Figura 70a
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        Figura 70b

      
    

  


  En la geometría del taxi, las hipérbolas son más complejas. Una hipérbola euclídea es el lugar de todos los puntos del plano para los que la diferencia de distancias a un par de focos, A y B, es constante. En la geometría del taxi, el aspecto de una hipérbola varía considerablemente conforme varía la razón de sus parámetros fundamentales. En la figura izquierda de la figura 71, los focos A y B han sido situados para que muestren el caso límite, una hipérbola degenerada con sólo una rama, en el que la diferencia constante es igual a 0. En la figura derecha de la ilustración se muestra parte de las dos ramas infinitamente largas de una hipérbola taxi-geométrica cuya diferencia constante es 4.
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      Figura 71

    

  


  La geometría del taxi nos guarda otra sorpresa en la figura 72. En esta hipérbola la diferencia constante es igual a 2. En este caso las dos ramas son dos conjuntos de infinitos puntos, contenidos, uno en el segundo cuadrante del plano y el otro en el cuarto, y cada rama, con una «cola» de longitud infinita. Como vemos en la parte inferior de la ilustración, los resultados son parecidos cuando la constante es 8, salvo que ahora los conjuntos infinitos de puntos se encuentran en los cuadrantes primero y tercero, y no tienen colas.


  Situados los focos como se muestra en todos estos ejemplos, la diferencia constante no puede ser un número impar, porque la figura resultante contendría puntos que no pasan por los nodos del retículo, que son los únicos permitidos en este espacio taxigeométrico. A modo de ejercicio, sitúe usted A y B en vértices diagonalmente opuestos de un rectángulo euclídeo de 3-por-6, con lados sobre el retículo, y trace la hipérbola correspondiente a una diferencia de 1. El resultado está formado por dos ramas «paralelas», cada una de las cuales se parece a la hipérbola degenerada cuya diferencia constante es 0. Algo menos fácil es el problema de definir las condiciones exactas en las que son creadas las taxi-hipérbolas de los cinco tipos generales.
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      Figura 72

    

  


  Tan sólo ha sido publicado un libro sobre geometría del taxi. Se trata de Taxicab Geometry, un volumen en rústica de Eugene F. Krause, matemático de la universidad de Michigan (esta obra, juntamente con la docena aproximada de artículos sobre el tema aparecidos en las revistas matemáticas británicas a lo largo de los veinte últimos años, es citada en la bibliografía, al final de este capítulo). El libro de Krause es particularmente recomendable para los estudiantes que deseen conocer de qué elegante forma puede ser generalizada la taxigeometría a la totalidad del plano cartesiano, donde todos los puntos están representados por pares ordenados de números reales correspondientes a los dos ejes de coordenadas. La regla que ordena medir la distancia según el camino más corto al seguir segmentos de lados paralelos a los ejes ha de ser, evidentemente, respetada, por lo que en esta forma continua de taxigeometría hay un número infinito de caminos distintos, todos de la misma longitud mínima, que conectan dos puntos que no están situados en la misma calle.


  Krause demuestra que la taxigeometría continua cumple todos los postulados, excepto uno, de la geometría euclídea. En lugar de infringir el notable postulado de las paralelas, como hacen las geometrías elíptica o hiperbólica, la geometría del taxi infringe el postulado lado― ángulo-lado, que estipula que dos triángulos son congruentes solamente si dos lados y el ángulo comprendido son congruentes a dos lados y el ángulo comprendido en el otro.


  A medio camino entre la taxigeometría discreta descrita por mí (confinada a lo que suele conocerse por retículo de enteros) y la versión continua se encuentra otra taxigeometría en la cual el espacio asociado está definido mediante pares ordenados de números racionales. No obstante, incluso en el retículo de enteros la taxigeometría constituye campo fértil donde puede investigar el amante de las matemáticas recreativas, y debería servir como reto espléndido y enriquecedor para los estudiantes de bachillerato. Apenas he rozado aquí su superficie, y he dejado sin respuesta muchas cuestiones fundamentales. ¿Cómo deberían ser definidas las líneas paralelas? ¿Cuál es la mejor analogía para la mediatriz? ¿Existen formas útiles de definir el área?


  Además, la geometría del taxi se generaliza sin dificultad a retículos enteros de tres dimensiones o más. La exploración de las taxigeometrías en retículos de otros tipos, como los retículos triangulares o hexagonales, bien finitos, bien infinitos, es todavía un campo ampliamente abierto. De hecho, no es obligatorio que los retículos estén confinados a un plano. Pueden también ser definidos sobre superficies cilíndricas, esféricas, tóricas... sobre bandas de Moebius, botellas de Klein, ¡prácticamente donde se quiera! Asegúrese, eso sí, de que sus taxis corren sólo por las calles, y de que siempre le lleven por el camino más corto a su destino.


  


  SOLUCIONES


  La solución del problema de construir una taxi-parábola de foco dado A y directriz dada se expone en la figura 73.
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        Figura 73

      
    

  


  ADENDA


  Kenneth W. Abbott, un consultor de informática neoyorkino, ha enviado una divertida generalización de la «taxigeometría» discreta. Lo mismo que en la taxigeometría, los puntos del espacio no euclídeo son intersecciones de líneas reticulares en una parrilla cuadrada. En la generalización de Abbott, la «distancia» entre dos puntos es un entero definido como


  [image: form1]


  donde x es medido horizontalmente, y lo es verticalmente, y n es un entero positivo cualquiera.


  Cuando n es igual a 1, tenemos la taxigeometría simple explicada en este capítulo. Todos los «círculos» son conjuntos de puntos equidistantes del centro del círculo. Tienen las formas mostradas a la izquierda de la figura 74, en la que los radios son 1, 2, 3, 4 y 5.


  [image: img83.png]


  
    
      	
        [image: img84.png]

      

      	
        Figura 74

      
    

  


  Cuando n es igual a 2, los círculos de esos mismos radios adoptan las formas que vemos en el centro de la ilustración. Notemos que los cuatro primeros círculos constan exactamente de cuatro puntos ubicados sobre los ejes que pasan por el centro común de los cinco círculos. Tales círculos serán llamados «triviales». Cuando n es 1, solamente es trivial el círculo de radio 1. Ninguno de los demás círculos lo es. Cuando n es 2, el quinto círculo es no trivial. En esta geometría existe una infinidad de círculos de uno y otro tipo. Para todos los círculos triviales, π vale 2√2, pero tiene diferentes valores para los no triviales. Para el quinto círculo, que tiene radio 5, π vale (4 √10 + 2 √2)/5.


  Cuando n es igual a 3, los primeros cinco círculos [a la derecha en la figura 74] son triviales todos. En esta geometría, el valor del número π sería


  2(n+1)/n


  para todos los círculos triviales.


  Enunciamos ahora un notable teorema. Cualquier taxigeometría generalizada con n mayor que 2 solamente puede contener círculos triviales. Se comprueba fácilmente que esa afirmación, como ha señalado Abbott, es equivalente al último teorema de Fermat.
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  11. El poder del casillero


  Si m pichones le hacen la rosca a n palomitas, y si m > n, por lo menos dos montarán a la misma hembra.


  ANÓNIMO


  ¿Sabría el lector demostrar que hay en nuestro país un gran número de personas que tienen el mismo número de cabellos en la cabeza? ¿Y qué tiene en común este problema con la siguiente cuestión?: en un cajón de una cómoda hay 60 calcetines, todos idénticos salvo en el color. De ellos, 10 pares son rojos, 10 pares, azules, y 10 pares son verdes. Los calcetines están revueltos en el cajón, y el cuarto donde se encuentra la cómoda, completamente a oscuras. ¿Cuál es el número mínimo de calcetines que hemos de sacar para estar seguros de tener un par a juego?


  Fijémonos ahora en dos ejemplos menos simplistas. ¿Sabría usted probar que si se expresa en forma decimal una fracción numérica, a/b, el número resultante tendrá, o bien un número finito de cifras, o bien será periódico, y que la longitud del período no será mayor que b? ¿Podría demostrar que situando a capricho cinco puntos en un triángulo equilátero de lado 1 habrá cuando menos dos puntos que no distan más de 0,5? (Indicación: descomponga el triángulo en cuatro triángulos equiláteros más pequeños, de lado 0,5.)


  La cualidad que comparten estos problemas, junto a millares de otros más tanto de las matemáticas serias como de las recreativas, es que se pueden resolver aplicando un principio tan antiguo como fecundo. Es el principio de clasificación o encasillamiento, que algunos prefieren llamar principio de Dirichlet, en honor de Peter Gustav Lejeune Dirichlet, un matemático alemán del siglo XIX. El principio de encasillamiento constituye el tema de este capítulo, que no ha sido escrito por mí, sino por Ross Honsberger, un matemático de la Universidad de Waterloo. Honsberger es autor de Ingenuity in Mathematics, Mathematical Gems, Mathematical Gems II, Mathematical Gems III, y ha compilado las antologías Mathematical Morsels, More Mathematical Morsels, Mathematical Plums y, muy recientemente, Episodes in Nineteenth and Twentieth Century Euclidean Geometry. Estas ocho obras constituyen fuentes excelentes de problemas muy poco comunes, todos con fuerte sabor recreativo. Todo cuanto sigue (hasta mis comentarios finales) ha sido escrito por Honsberger, quien ha titulado así su análisis del principio de encasillamiento, «¿Cómo puede ser tan útil algo que es tan elemental?»


  Fijémonos en el enunciado «si dos enteros suman más que 100, al menos uno ha de ser mayor que 50». No parece que el principio de «desbordamiento» que subyace a esta sencilla afirmación sea otra cosa que una trivialidad. En su forma más sencilla, el principio puede ser enunciado como sigue: si hay que repartir n + 1 (o más) objetos entre n cajas, alguna de las cajas habrá de recibir al menos dos de los objetos. Con mayor generalidad, si kn + 1 (o más) objetos han de ser repartidos entre n cajas, alguna caja habrá de recibir al menos k + 1 de los objetos.


  Incluso en su forma general, aplicado este principio a una colección de datos, no hace sino enunciar el hecho evidente de que no es posible que todos los valores se hallen por debajo, o todos por encima, de la media. Sin embargo, el principio constituye un principio matemático de gran importancia y notable versatilidad. Empezaremos con un sencillo ejemplo geométrico.


  1. Las caras de un poliedro. Tratemos de contar las aristas que contornean las caras de un poliedro. Se descubrirá que hay al menos dos caras limitadas por el mismo número de aristas. Para demostrar que siempre es así basta imaginar lo que sucedería distribuyendo las caras en una serie de cajas marcadas 3, 4, ..., n, de manera que las caras que tienen r aristas sean colocadas en la caja rotulada r. Dado que las caras están separadas por aristas, toda cara contorneada por el número máximo de aristas, n, ha de tener n caras a su alrededor, lo que implica que el poliedro ha de tener cuando menos un total de n + 1 caras. Por el principio de encasillamiento, alguna de las cajas habrá de contener al menos dos caras, lo que demuestra la proposición. En realidad, es un ejercicio sencillo demostrar que siempre existirán cuando menos dos pares distintos de caras con el mismo número de lados.


  2. Diez enteros positivos menores que 100. He aquí una aplicación del principio de encasillamiento que dejará perplejos a sus amigos. Independientemente de cómo sea escogido un conjunto S de 100 enteros positivos, siempre habrá en S dos subconjuntos disjuntos que tengan la misma suma. Por ejemplo, en el conjunto 3, 9, 14, 21, 26, 35, 42, 59, 63, 76 hay dos subconjuntos, el 14, 63 y el 35, 42, cuya suma es 77; análogamente, el subconjunto 3, 9, 14 tiene una suma de 26, que es uno de los números del conjunto.


  Para ver por qué ha de ser siempre así, observemos que ningún subconjunto compuesto por 10 elementos tomados de S puede tener una suma mayor que la suma de los 10 números más grandes de 1 a 100: 90, 91,..., 99. Estos números suman 945, y por consiguiente, los subconjuntos de 5 pueden ser clasificados atendiendo a su suma en cajas numeradas 1, 2, ..., 945. Dado que cada miembro de 5, o bien pertenece, o bien no pertenece a un subconjunto particular, el número de subconjuntos a clasificar (sin contar el conjunto vacío, que carece de elementos) es 210 ‒ 1, o sea, 1.023. Así pues, por el principio de encasillamiento, alguna de las cajas habrá de contener (al menos) dos subconjuntos diferentes A y B. Desechando aquellos números que se encuentren a la vez en A y en B se crean dos conjuntos disjuntos, A’ y B', que tienen la misma suma. De hecho, dado que hay 78 subconjuntos más que cajas, cada conjunto S tiene que producir realmente docenas de pares de subconjuntos diferentes que tienen iguales sumas.


  3. Las píldoras. Debemos esta nueva aplicación del principio de encasillamiento a Kenneth R. Rebman, un matemático de la Universidad Estatal de California en Hayward. Un médico, que está ensayando un medicamento nuevo, le indica a un paciente que ha de tomar 48 píldoras a lo largo de un plazo de 30 días. El paciente es libre de distribuir las tomas a su conveniencia, con tal de que ingiera al menos una píldora todos los días y termine a los 30 días la dosis de las 48 prescritas. Sin embargo, independientemente de lo que haga el paciente, habrá una serie de días consecutivos en los cuales serán ingeridas exactamente 11 píldoras. Más todavía, para todo valor de k comprendido entre 1 y 30, exceptuados 16, 17 y 18, siempre se podrá encontrar un período de días consecutivos durante los cuales será tomado un total de k píldoras.


  Para demostrar que un determinado valor de k es excepción de la regla, bastará hallar un reparto de tomas para el que no exista ningún período de días consecutivos durante el cual se tomen k píldoras. Así pues, los casos k = 16, k = 17 y k = 18 quedan eliminados de un plumazo por la siguiente distribución, en la cual es tomada una píldora todos los días, a excepción del día decimosexto, en el que se toman 19:


  [image: form2]


  Fijémonos ahora en el caso k = 11. Denotando por pi al número total acumulado de píldoras ingeridas hasta el final del z-ésimo día, resulta que p30 es 48 y que los números positivos p1, p2, … , p30 forman una sucesión estrictamente creciente: 0 < p1 < p2 < ... <p30 = 48 (el signo « < » se lee «menor que», y una sucesión es estrictamente creciente si cada número es más grande que su predecesor). Al sumar 11 a cada uno de los números de esta sucesión se obtiene una nueva sucesión, también estrictamente creciente 11 < p1 + 11 < p2 + 11 < … < p30 + 11 = 59.


  En la primera sucesión hay 30 números llamados pi y en la segunda, otros 30 de la forma pj + 11. Todos estos 60 números positivos son menores o iguales que 59. Por el principio de encasillamiento, al menos dos de ellos habrán de ser iguales. Por otra parte, no puede haber dos pi que sean iguales, y tampoco pueden serlo dos pi + 11. Así pues, alguno de los números pi ha de ser igual que alguno de los pj +11, esto es, pi = pj + 11 para ciertos valores de i y de j. Por lo tanto, pi menos pj es igual a 11, lo que implica que exactamente 11 píldoras fueron tomadas en los días consecutivos j + 1, j + 2, ..., i.


  El razonamiento anterior es correcto para todo valor de k hasta 11 inclusive, y demuestra el enunciado para toda la sucesión de valores de k, desde 1 hasta 11. Desembarazarse de los restantes casos resulta un poco más complicado; pero, de todas formas, el instrumento clave sigue siendo el principio de encasillamiento. Fijémonos ahora en los valores k = 31 hasta k = 47. Es cierto que para estos valores de k existe solución en muchos casos particulares, pero la siguiente familia de posibles repartos demuestra que ninguna de ellas puede garantizar una solución general. Cuando n se encuentra entre 1 y 17, el valor k = n + 30 es eliminado por la sucesión siguiente:


  [image: form3]


  Por ejemplo, cuando n sea igual a 7, la siguiente distribución elimina el caso k = 37.


  [image: form4]


  4. 101 números. Supongamos que entre los números 1, 2, ..., 200 es seleccionado un conjunto de 101 números, a1, a2, ..., a101. Resulta, sorprendentemente, que es imposible elegir tal conjunto sin incluir en él dos números que sean uno divisor del otro, esto es, que la división del mayor entre el menor sea exacta, sin resto. En la demostración de este enunciado tendremos ocasión de utilizar una pulcra forma de expresión de números enteros.


  Dado un entero positivo n podemos separar de él todos los factores 2 que contenga y expresarlo en la forma n = 2rq, siendo q un número impar (tal vez, igual a 1). Expresando de esta suerte todos los números ai elegidos, se obtendrá un conjunto de 101 valores de q, todos ellos pertenecientes al conjunto de 100 números impares 1, 3, 5,... 199. Por el principio de encasillamiento podemos concluir que al menos dos de estos valores han de ser iguales. Por consiguiente, para ciertos valores de i y de j, ai = 2ri q mientras que aj = 2rjq . De estos dos números, el que tenga una potencia de 2 más baja es obviamente divisor del otro.


  Procediendo de forma análoga no es difícil aplicar el principio de encasillamiento y demostrar que en cualquier conjunto S formado por 102 números tomados del conjunto 1, 2,... 200, habrán de existir dos números distintos cuya suma sea un tercer número de S (en este caso no es necesario emplear la descomposición 2rq). Me fijaré ahora en dos espectaculares aplicaciones del principio de encasillamiento en contextos geométricos.


  5. Seiscientos cincuenta puntos de un círculo. Tomemos un círculo C de radio 16 y un anillo, o corona circular, de radio exterior igual a 3 y radio interior 2. Rociemos el disco C con un conjunto S formado por 650 puntos. ¿No es llamativo que siempre sea posible situar el anillo de modo que recubra al menos 10 de dichos puntos? Para poner de manifiesto la verdad de esta afirmación podríamos colocar 650 copias del anillo A sobre la región contenida en el círculo C de modo que cada punto de S fuera el centro de uno de los anillos, como se sugiere en la figura 75. Para los puntos de S cercanos a la circunferencia de C los anillos correspondientes se extenderán más allá del círculo. Por otra parte, un círculo concéntrico con C que tenga radio 19 (igual al radio de C más el radio mayor de A) englobaría a todas las copias de A. Llamemos D a este nuevo círculo. Observemos que el área de D es πl92, es decir, 36lπ, y como el área de A es π32 ‒ π22, O sea, 5π, resulta que 650 copias de A tienen un área total de 3250π.
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        Figura 75

      
    

  


  En este punto es aplicable una versión «continua» del principio de encasillamiento. Cada ejemplar de A recubre ciertas partes del círculo D cuando es situado sobre esta figura. Supongamos que cuando las 650 copias de A son puestas en su lugar, no hay en D ninguna parte que caiga debajo de más de nueve ejemplares distintos de A. En tal caso, el área total de las copias no puede superar en más de nueve veces al área de D. Pero no es posible que tal sea el caso, pues 9(36lπ) es solamente 3.249π, mientras que las coronas anulares tienen en total un área de 3.250π. El principio de encasillamiento implica, por lo tanto, que algún punto X de D haya de estar recubierto por 10 ejemplares de A, cuando menos.


  Supongamos ahora que Y es un punto de S que se encuentra en el centro de uno de estos 10 ejemplares de A. Entonces, la distancia desde X a Y tiene que ser mayor que el radio interior de A y menor que el radio exterior, y como podemos ver a la derecha de la figura 75, Y estaría recubierto por otra copia de A con centro en X. Llamemos A* a esta copia. Dado que hay al menos otros nueve centros como Y, A* tiene que cubrir al menos 10 puntos de 5, y la afirmación queda demostrada (este problema fue propuesto por Viktors Linis, de la Universidad de Ottawa, en Crux Mathematicorum, vol. 5, página 271, noviembre de 1979.)


  6. El desfile de la banda. El ejemplo siguiente se refiere a una banda de música que desfila en formación rectangular de m filas y n columnas. El director, que la observa desde el lado izquierdo, se percata de que los miembros más bajos de la banda son ocultados por los demás. Para corregir esta deficiencia estética, decide que los músicos de cada fila habrán de situarse, de izquierda a derecha, en orden no decreciente de estaturas, de forma que cada persona tenga estatura igual o mayor que la persona situada a su izquierda (desde el punto de vista del director). Sin embargo, cuando el director se sitúa al frente de la banda vuelve a observar que algunos de los músicos quedan camuflados en el interior de la formación. Procede entonces a permutar entre sí a los músicos de cada columna, para que estén situados en orden no decreciente de estaturas desde el frente hasta el fondo. En este momento se pregunta si debe volver al flanco izquierdo, temiendo que los reajustes por columnas hayan perturbado las filas que tan cuidadosamente ha ordenado. ¡Por fortuna, queda gratamente sorprendido al observar que las filas siguen dispuestas en orden no decreciente de estaturas de izquierda a derecha! Al proceder como se ha explicado, la permutación por columnas de la formación no destruye el orden no decreciente de sus filas.


  Este hecho tan sorprendente puede ser demostrado de forma indirecta, suponiendo que es falso y llegando a una contradicción. Dicho de otro modo, supondremos que tras haber sido arregladas las columnas existe una fila que contiene un músico a que está por delante, es decir, situado a la izquierda, de otro más bajo, b. Llamemos i a la columna en la que se encuentra el músico más alto, a, y sea j la columna donde se halla el más bajo, b tal como se indica en la figura 76. Dado que las columnas acaban de ser organizadas, podemos suponer que todos los músicos del segmento P que va desde a hasta el fondo de la formación son por lo menos tan altos como a, y que ninguno de los músicos del segmento Q, que va desde b hasta el frente, es más alto que b. Además, como a es más alto que b, se infiere que cada miembro de P es más alto que cada miembro de Q.


  
    
      [image: img86.png]


      Figura 76

    

  


  Examinemos ahora la situación intermedia, en la que las filas han sido ordenadas ya, pero las columnas, todavía no. Para regresar a este punto es necesario hacer volver a los músicos del segmento P a sus primitivas posiciones dentro de la columna i y hacer lo mismo con los del segmento Q dentro de la columna j. Dicho de otro modo, los miembros de P y Q serán distribuidos por las filas 1, 2, ... m como si las m filas fueran cajas. Por otra parte, la longitud total de los segmentos P y Q es m + 1, es decir, hay un total de m + 1 músicos en los dos segmentos. Por el principio de encasillamiento, dos de los músicos han de acabar en la misma fila. No es posible que ambos procedan del mismo segmento y, por lo tanto, en alguna fila tiene que haber un miembro x del segmento P de la columna i que se encuentre por delante, esto es, a la izquierda de un miembro y del segmento Q de la columna j, como se indica en la parte derecha de la figura 76. Dado que x es más alto que y, esta disposición vulnera la ordenación no decreciente ya establecida para las filas, y la conclusión se comprende por contradicción.


  7. Subsucesiones de una permutación. Este último ejemplo sirve para establecer una preciosa propiedad de toda ordenación en hilera de números tomada de la sucesión 1, 2, ..., n2 + 1. Al ir inspeccionando de izquierda a derecha una cualquiera de estas ordenaciones o permutaciones de la sucesión, vemos que ha de contener, o bien una subsucesión creciente de longitud n + 1 (cuando menos), o bien una subsucesión decreciente de longitud (al menos) n + 1. Por ejemplo, para n igual a 3, la permutación 6, 5, 9, 3, 7, 1, 2, 8, 4, 10 contiene la subsucesión decreciente 6, 5, 3, 1 (como este ejemplo pone de manifiesto, la subsucesión no tiene por qué estar compuesta por elementos consecutivos de la hilera).


  La afirmación de que toda hilera contiene una subsucesión de esta clase puede ser demostrada fácilmente especificando que para cada número i de la hilera, x representa la longitud de la subsucesión creciente más larga que comienza en i, mientras que y denota la longitud de la subsucesión decreciente más larga que comienza en i.


  Procediendo de este modo le han quedado asignadas un par de «coordenadas» (x, y) a cada uno de los n2 +1 números de la hilera, y si cada uno de los valores de x o de y fuese mayor o igual que n + 1, la afirmación sería verdadera. Por otra parte, si cada uno de los valores de x o de y es menor o igual que n, habría (a lo sumo) un número n2 de posibles pares (x, y) diferentes. En este caso, el principio de encasillamiento implica que alguno de los pares (x, y) habría de ser las coordenadas de al menos dos números i y j de la hilera. Pero i es distinto de j, y si i fuera menor que j, entonces la coordenada x de i sería mayor que la de j, mientras que si i fuera mayor que j, la coordenada y de i sería mayor que la de j. En cualquier caso se llega a una contradicción, y la afirmación queda probada.


  Concluiremos con tres ejercicios que tal vez los lectores encuentren de su agrado.


  1. Un punto reticular es un punto de un plano cartesiano cuyas dos coordenadas son números enteros. Demuestre que, con independencia de cuáles sean los cinco puntos reticulares que se elijan, uno de los segmentos que unen los pares de puntos elegidos ha de pasar por un punto reticular del plano.


  2. Seis círculos (incluidas sus circunferencias) han sido dispuestos en el plano de forma que ninguno contenga al centro de otro. Demuestre que los círculos no pueden tener ningún punto en común.


  3. Demuestre que en cualquier sucesión formada por mn + 1 números reales distintos tiene que existir, o bien una subsucesión creciente de longitud (al menos) m + 1 o una subsucesión decreciente de longitud (al menos) n + 1.
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  El resultado, chocante a la intuición, que Honsberger describe para una formación de músicos puede quedar de manifiesto de forma espectacular con un mazo de naipes. Barajémoslos, y repartamos las cartas boca arriba, dispuestas en una formación rectangular cualquiera; por ejemplo, en cuatro hileras de seis columnas cada una, tal como se muestra en la figura 77, arriba, y recoloquemos las cartas de cada hilera de modo que sus seis valores, leídos de izquierda a derecha, no decrezcan nunca, tal como vemos en la parte central de la ilustración (una disposición aceptable es, por ejemplo, la 6, 7, 10, 10, J, K). Reorganicemos ahora cada columna de manera que, de arriba a abajo, los cuatro valores nunca decrezcan, tal como vemos en la parte de abajo. La permutación de las cartas de cada columna hará que cambien, claro está, las cartas de las filas. Sin embargo, después de ordenadas las columnas se observará que las filas ¡siguen estando ordenadas!


  Este sorprendente descubrimiento es el fundamento de un truco con cartas publicado en una revista de ilusionismo, The Pallbearers Review (página 513, abril de 1972). Se dan tres manos de póker; a continuación, cada mano se reordena de manera que sus cinco cartas se hallen en orden creciente de atrás hacia delante. Reúna las manos como usted quiera y reparta nuevamente cinco manos, con las cartas hacia abajo de la manera habitual. Las manos serán completamente diferentes y no estarán ordenadas. Explique ahora que va a tratar de enseñarles a los naipes cómo reordenarse por sí solos. Recoja cada mano, ordene sus naipes una vez más, y deje la mano sobre la mesa, cara abajo. Reúna las manos colocando la quinta mano (la del repartidor) sobre la cuarta, estas dos, sobre la tercera, y así sucesivamente. Vuelva a dar otras cinco manos de la forma habitual. Los naipes habrán aprendido su lección: ¡aunque las manos volverán, una vez más, a ser distintas, cada una de las manos estará ordenada!


  Este resultado forma parte de la teoría de Tablas de Young, una clase de matrices numéricas que toman su nombre del reverendo Alfred Young, un clérigo británico que las propuso y analizó en un artículo publicado en 1900. Tales matrices han demostrado tener importantes aplicaciones en mecánica cuántica.


  En los primeros años 1960 el problema de la banda de músicos fue presentado en varias revistas de matemáticas, bajo diversas apariencias.


  David Gale y Richard M. Karp escribieron una monografía sobre el tema, titulada «The Non-messing-up Theorem», publicada en 1971 por el centro de investigación de operaciones de la escuela de ingeniería de la Universidad de California en Berkeley.


  Donald Knuth, en el tercer volumen de su clásico Art of Computer Programming, expone el teorema al respecto de un método de ordenación al que llama «shellsort»


  


  SOLUCIONES


  1. Para demostrar que uno de los segmentos rectilíneos que conectan cinco puntos reticulares ha de pasar por alguno de los puntos reticulares del plano cartesiano, observemos que las coordenadas de los puntos reticulares pueden presentar cuatro clases de «paridad», a saber, impar, impar; impar, par; par, impar; y par, par. Por el principio de encasillamiento, entre los cinco puntos reticulares habrá al menos dos ―sean éstos (x1, y1) y (x2, y2)― que pertenezcan a la misma clase. Se sigue que las dos sumas x1 + x2 e y1 + y2 son ambas pares, lo que asegura que el punto medio del segmento que une tales puntos, cuyas coordenadas son [(x1 + x2)/2 , (y1 + y2)/2], es un punto reticular.


  2. Para demostrar que es imposible que seis círculos situados en el plano de manera que ninguno de ellos contenga el centro de ninguno de los demás que no pueda tener un punto en común, supongamos verdadero lo contrario, es decir, que existe un punto O común a seis de tales círculos. Supongamos ahora que O es unido con cada uno de los seis centros. No puede suceder que O se encuentre alineado con ningún par de centros, porque ningún círculo contiene el centro de ninguno de los demás, y todos los círculos contienen O. Por consiguiente, las seis rectas se abren en abanico desde O. Sean OA y OB segmentos consecutivos del abanico. Dado que O pertenece a cada círculo, los segmentos OA y OB no son más largos que los radios de los círculos en los que yacen. Pero como ningún círculo contiene el otro centro, AB tiene que ser más largo que ninguno de estos radios. Por lo tanto, AB es más largo que los otros dos lados del triángulo AOB, lo que implica que el ángulo AOB opuesto al lado AB ha de ser mayor que alguno de los otros dos ángulos del triángulo. Por lo tanto, el ángulo AOB ha de ser mayor de 60 grados. De ser así, sin embargo, no habría sitio alrededor de O para situar seis ángulos como el AOB, lo que demuestra el resultado por contradicción.


  3. Para demostrar que en cualquier ristra de mn + 1 números reales distintos ha de haber al menos una subsucesión creciente de longitud m + 1 o una subsucesión decreciente de longitud n + 1, asignemos a cada número unas «coordenadas» (x, y) como las del Ejemplo 7. La conclusión subsiste tanto si x es mayor que m como si y es mayor que n. Ahora, cuando x es menor o igual que m e y es menor o igual que n, el número de pares (x, y) diferentes es menor o igual que mn. Por el principio de encasillamiento, dos de los pares asignados a los mn + 1 números de la ristra habrían de ser iguales, y como ya se demostró, de ahí surge una contradicción.


  ADENDA


  Uno de los ejemplos más sencillos de lo rápidamente que el principio de encasillamiento resuelve un problema geométrico ―Honsberger no lo menciona, porque es muy conocido― es la demostración de que si en el interior o sobre los lados de un cuadrado de lado 1 se toman cinco puntos, habrá al menos un par de ellos que se encuentren a distancia no mayor que un medio de la raíz cuadrada de 2.


  Divídase el cuadrado en cuatro cuadrados, cada uno de lado 1/2. Por el principio de encasillamiento, uno de los cuatro cuadrados ha de contener al menos dos de los cinco puntos. Dado que la diagonal de los cuadrados pequeños es la mitad de la raíz cuadrada de 2, la distancia entre los dos puntos ha de ser menor o igual.
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  12. Las leyes fuertes de los primos pequeños


  Honremos ahora a los números primos


  Con nuestros padres que nos engendraron:


  El poder, la gloria peculiar


  de los números primos


  es que nada los engendró,


  Carecen de antepasados, de factores.


  Son adanes entre las multiplicadas


  generaciones.


  HELEN SPALDING


  «La ley fuerte de los pequeños números» es el provocativo título de un artículo inédito de Richard Kenneth Guy, un matemático de la Universidad de Calgary. Guy ha sido, durante muchos años, editor de la sección «Research Problems» («Problemas de investigación») de la revista The American Mathematical Monthly. Es autor de numerosos artículos técnicos, y coautor, junto a John Horton Conway y Elwyn R. Berlekamp, de Winning Ways, una obra en dos volúmenes dedicada a nuevas recreaciones matemáticas. Cuanto sigue está tomado casi enteramente del artículo de Guy.


  «Estamos convencidos de que las matemáticas son una ciencia exacta», comienza Guy, «pero en el campo del descubrimiento tal imagen no es en absoluto la correcta. Dos de los elementos más importantes en la investigación matemática consisten en formular las preguntas debidas y en reconocer pautas o regularidades.»


  Desafortunadamente, no existe un procedimiento para generar preguntas acertadas ni hay forma de saber si una presunta regularidad o pauta desembocará en un teorema nuevo e importante, o si tal regularidad no es más que una chiripa feliz. A este respecto, el matemático investigador se encuentra en una situación curiosamente similar a la del investigador científico. Uno y otro formulan preguntas, realizan experimentos y procuran reconocer regularidades. ¿Se repetirá la pauta observada cuando se efectúen nuevas observaciones, con nuevos parámetros, lo que conducirá al descubrimiento de una ley general, o surgirán, por el contrario, ejemplos que refuten una hipótesis? Cierto es que los matemáticos pueden hacer lo que no pueden los científicos: demostrar teoremas en el marco de un sistema formal. Sin embargo, en tanto no es descubierta una demostración formal, el matemático ha de fiar en una inducción empírica falible, de forma muy parecida al proceder del científico. Ello es particularmente cierto en problemas combinatorios donde aparecen sucesiones infinitas de números.


  Al examinar casos donde intervienen números pequeños tal vez sea descubierta una regularidad que induce fuertemente a pensar que se trata de un teorema. Esta es la inferencia a la que Guy denomina la ley fuerte de los números pequeños. A veces la ley funciona; otras, no. Si el patrón observado no es más que un conjunto de coincidencias, y así sucede a menudo, puede que un matemático malgaste una enorme cantidad de tiempo esforzándose en demostrar un teorema falso. La ley puede también confundirnos en la forma opuesta: unos pocos contraejemplos pueden hacer que el matemático abandone prematuramente la búsqueda de un teorema que es, en realidad, verdadero, solo que un poco más complicado de lo que se esperaba.


  Los ordenadores constituyen hoy una gran ayuda, pues a menudo permiten, ora destruir una falsa hipótesis, ora alimentar mucho la fe en su verosimilitud. No obstante, en muchos problemas combinatorios los números crecen con tan fantástica rapidez que los ordenadores apenas pueden examinar apenas unos pocos casos más de los factibles a mano, y el matemático puede verse enfrentado a un problema en extremo intratable.


  Se podrían llenar muchos libros con los ejemplos de cómo la ley fuerte de los números pequeños ha conducido hasta importantes teoremas, o de cómo ha descarriado a los investigadores haciéndoles buscar teoremas inexistentes, o ha sugerido teoremas que probablemente sean ciertos, pero que resisten a todos los esfuerzos para demostrarlos. En el revoltillo de ejemplos que se darán a continuación vamos a limitar nuestra atención a los números primos positivos.


  Los números primos son números naturales mayores que 1 que no tienen otros divisores que 1 y el propio número: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31,... Todos ellos son impares, excepto el 2, que es reputado como «el más primo» de todos los primos. No se conoce ninguna fórmula sencilla que genere a todos los números primos, y solamente a los números primos. Como reza la segunda estrofa del poema de Helen Spalding:


  No se puede prever su advenimiento.


  No tienen, entre los ordinales reservado asiento.


  Llegan, casuales, problemáticos,


  y en la recta de los números


  «cardinalicios»


  se alzan, pontificios,


  cada uno mayestático,


  inescrutable,


  autocrático.


  Euclides demostró que la familia de los números primos tiene infinitos miembros; pero cuanto mayores son, más distantes se encuentran. Otro tanto vale para los números que son potencias de números primos. Todos los naturales menores que 10, salvo el 6, son potencia de un número primo; también lo son más de la tercera parte de los números menores que 100. Pero sería un disparate concluir, a partir de la densidad de estos números primos pequeños, que la densidad de los números que son alguna potencia de algún número primo tiene una cota inferior positiva. Por el contrario: al crecer, tan raros se vuelven los números que son potencias de un primo que se puede lograr que su densidad sea tan pequeña como uno quiera.


  En el principio, donde el caos


  concluye y el cero resuelve,


  se apiñan en el proscenio,


  con prodigalidad de bosque.


  Pero en la media distancia


  ya se enrarecen,


  y la gran distancia, hasta el infinito,


  los torna tan ralos como


  los cometas que jamás vuelven.


  Ofrecen los números primos ricos ejemplos de regularidades notables que son completamente casuales, y a nada conducen. Consideremos la sucesión de números primos siguiente: 3, 31, 331, 3331, 33331, 333331, 3333331, 33333331. Sentimos la tentación de pensar que tal pauta ha de continuar. Pero falla ya en el caso siguiente: 333333331 es un número compuesto (no es primo) que se factoriza como 17 × 19.607.843. De hecho, en todos los casos de regularidades de este tipo se puede apostar con certeza a que la pauta no va a generar primos indefinidamente. Wade Philpott y Joe Reitch, Jr., estudiaron la pauta 3333.... 1 para ristras de 9 a 14 treses, y descubrieron que estos seis números eran todos compuestos.
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  Figura 78


  Hace años, Reo F. Fortune, un antropólogo de la universidad de Cambridge (que estuvo en un tiempo casado con Margaret Mead), observó una curiosa regularidad concerniente a números primos pequeños. Se toma, empezando en 2, el producto de un conjunto de números primos consecutivos. Se suma 1. Se busca ahora el primero de los primos que sea mayor que el número obtenido, y se le resta el producto de los primos consecutivos. ¿Será siempre primo el resultado? En la tabla de la figura 78 se puede ver el procedimiento aplicado en los ocho primeros casos, y se indican los ocho «primos fortunatos» que se generan.


  Fortune conjetura que el resultado es siempre un número primo. La mayor parte de los especialistas en teoría de números cree que así es, pero no se ha encontrado demostración, y no parece que haya grandes esperanzas de descubrir alguna en un futuro previsible, afirma Guy. Tal vez algún lector pueda «cocinar» (infirmar) la conjetura descubriendo lo que podríamos llamar un «cocinero de fortuna». Observemos que, en la tabla, los cinco primeros números del segundo miembro de las igualdades de la izquierda son primos. ¿Ocurrirá siempre así? No: falla ya en los tres números siguientes. Mark Templer, en su artículo titulado «On the Primality of k! + 1 and 2 × 3 × 5 × ... × p + 1» ha demostrado en Mathematics of Computation, vol. 34, n.° 149 (enero de 1980), páginas 303-304, que la suma de 1 más el producto de los números primos menores o iguales que p es primo en el caso de los cinco primeros primos, así como para p = 31, p = 379, p = 1.019 y p = 1.021, y para ningún otro p menor que 1.032. [En una carta recibida después de que este capítulo fuera publicado en Scientific American, R. E. Crandall extendió la lista de primos hasta 2.657, pero no para otros primos mayores que 3.000.]
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      Figura 79

    

  


  Otra curiosa hipótesis, no demostrada todavía, recibe el nombre de conjetura de Gilbreath, en recuerdo de Norman L. Gilbreath, un matemático estadounidense y gran aficionado al ilusionismo, que la propuso en 1958. Escriba en fila la sucesión de los números primos y, debajo de ellos, las diferencias entre los primos consecutivos. Debajo de esa segunda fila forme la lista de los valores absolutos de las diferencias, y prosiga de igual modo tanto como usted quiera. En la figura 79 se ofrece una tabla de nueve hileras de diferencias para los 24 primeros números primos. Observemos que cada fila empieza por 1. ¿Será éste siempre el caso? Gilbreath conjetura que sí, y así lo han comprobado Ray B. Killgrove y Ken E. Ralston hasta el 63.419-ésimo número primo en Mathematical Tables and Other Aids to Computation, vol. 13, n.° 66 (abril de 1959), págs. 121-122.


  «No parece verosímil», escribe Guy, «que lleguemos a ver una demostración de la conjetura de Gilbreath en un futuro cercano, a pesar de que la conjetura es probablemente verdadera.» Guy añade que la verdad puede no tener nada que ver con los primos como tales. Hallard Croft ha sugerido que la conjetura puede ser válida para cualquier sucesión que empiece por 2 y esté continuada por números impares que aumenten a una tasa «razonable» con hiatos de tamaño «razonable». Si tal es el caso, la hipótesis de Gilbreath puede no ser tan misteriosa como a primera vista parece, aun cuando pueda resultar enormemente difícil de demostrar.


  Una de las conjeturas más notables y no resueltas sobre números primos concierne a la existencia de una infinidad de números primos gemelos, que son números primos que se diferencian en dos unidades. Los ejemplos más bajos son 3 y 5, 5 y 7, 11 y 13, 17 y 19, 29 y 31, 41 y 43, 59 y 61, y 71 y 73. Se conocen muchos ejemplos gigantescos. Hasta hace poco, el caso más grande era un par de primos de 303 cifras descubierto por Michael A. Penk en 1978. Su ejemplo quedó muy atrás cuando Neil W. Rickert encontró dos pares más grandes: 694.503.810 × 22.304 ± 1 y 1.159.142.985 × 22.304 ± 1. En el mayor de ambos pares, cada número empieza 4337..., y acaba en 17760 ± 1 y consta de 703 dígitos.


  La conjetura de los primos gemelos se generaliza a pares de primos que se diferencian en un número par prefijado cualquiera, n (si prescindimos del 2, ningún par de primos puede diferenciarse en un número impar, porque entonces uno de los números sería par y, por lo tanto, compuesto). Cabe generalizar más, a ciertas pautas finitas de números separados por diferencias pares especificadas. Por ejemplo, todos los siguientes tríos de primos siguen el patrón k, k + 2 y k + 6: 5, 7 y 11; 11, 13 y 17; 17, 19 y 23; 41, 43 y 47; 101, 103 y 107.


  Se cree que para todo patrón de este tipo que no se encuentre prohibido por consideraciones de divisibilidad habrá una infinidad de contraejemplos (el patrón k, k + 2 y k + 4 tiene solamente una solución con números primos, porque cualquier terna compuesta por números mayores contendría un número divisible por 3). También se cree que son infinitas las tétradas k, k + 2, k + 6 y k + 8 (cuyo ejemplo mínimo es 5, 7, 11 y 13). Hay patrones para los que no se conoce ningún ejemplo, o bien, solamente uno. R. E. Crandall ha señalado el patrón correspondiente al octeto 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31 y 37. Seguramente existen otros modelos que sigan esta pauta, pero hasta ahora no se ha encontrado ninguno.


  Los números de Mersenne ―números que son de la forma 2n ‒ 1, es decir, las potencias de 2 disminuidas en una unidad― han causado la fascinación de los estudiosos de la teoría de números desde tiempos clásicos, especialmente, por su conexión con los llamados números perfectos, números que son iguales a la suma de todos sus divisores, incluido el 1, pero no el propio número (son ejemplos 6, 28, 496, ...) Si un número de Mersenne es primo, automáticamente produce un número perfecto mediante la fórmula de Euclides 2n‒1 (2n ‒ 1), donde el número entre paréntesis ha de ser primo de Mersenne.


  Es fácil demostrar que un número de Mersenne no puede ser primo a menos que lo sea su exponente n. Ahora, si n es primo, ¿será primo el número de Mersenne? La ley fuerte de los pequeños números induce a pensar que sí, porque así ocurre cuando n es igual a 2, 3, 5 y 7. La ley falla ya para n = 11, sin embargo, pues 211 ‒ 1 = 2.047, que es igual a 23 × 89. Se verifica nuevamente para n = 13, n = 17 y n = 19, pero luego vuelve a fallar para n = 23. Los éxitos, pasado este punto, son cada vez más raros. Hasta el momento solamente se conocen 27 primos de Mersenne (y, por lo tanto, 27 números perfectos). El vigésimo séptimo primo de Mersenne, 2444.497 ‒ 1, fue descubierto en 1979 mediante un programa informático preparado por David Slowinski con la ayuda de Harry L. Nelson, del Laboratorio Lawrence Livermore de la Universidad de California. El número empieza por 854..., acaba en ...671 y tiene 13.395 dígitos. No se sabe si los números de Mersenne formarán un conjunto infinito, ni siquiera, si existe un vigésimo octavo.


  Los números de Fermat son de la forma


  22n + 1


  En los casos n = 0, n = 1, n = 2, n = 3, y n = 4, el número es primo (3, 5, 17, 257 y 65.537). Pierre de Fermat pensaba que todos los números de esta forma serían primos, pero no tuvo en cuenta que para n = 5 se obtiene 4.294.967.297, que tiene la descomposición 641 × 6.700.417. No se han descubierto primos de Fermat distintos de los ya conocidos por él, y no se sabe si existen otros o no.


  He aquí una curiosa regularidad en la que intervienen factoriales y números primos. La factorial de n, que se denota n! es igual a 1 × 2 × 3 × ... × n. Observe la alternancia de signos positivos y negativos en la pauta siguiente:


  3! − 2! + 1! = 5


  4! − 3! + 2! −1! = 19


  5! − 4! + 3! − 2! + 1! = 101


  6! − 5! + 4! − 3! + 2! − 1! = 619


  7! − 6! + 5! − 4! + 3! − 2! + 1! = 4.421


  8! − 7! + 6! − 5! + 4! − 3! + 2! − 1! = 35.899


  En todos los casos, el número del segundo miembro es primo. Lástima, la ley fuerte de los números pequeños falla en el paso siguiente. Produce 326.981, que es el producto de los números primos 79 y 4139.


  La tabla de la figura 80 se forma como sigue. Se empieza en 41, y se le suma 2, obteniendo el número primo 43. Al 43 se le suma 4, y se obtiene el primo 47. A 47 se le suma 6, y se obtiene el primo 53. Se prosigue de este modo, bajando cada número primo a la primera posición de la fila siguiente, y sumando los números de la progresión aritmética 2, 4, 6, 8, ... En todos los casos, el resultado es un número primo. ¿Continúa este éxito indefinidamente, o falla en algún punto?


  El matemático canadiense Leo Moser construyó la curiosidad expuesta en la figura 81. Un estudio de esta configuración revela que cada secuencia está formada a partir de la situada sobre ella insertando n, el número de fila, entre todos los pares de números que suman n. A la derecha, k denota el número de números de cada secuencia. Observemos que los seis primeros números k son los seis primeros primos. El sexto número k se salta al 17, pero el 19 vuelve a ser primo. ¿Serán primos todos los números k? ¿Cuál es la fórmula para encontrar el n-ésimo número k?
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  Figura 80
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  Figura 81


  Si se exceptúa el 2, todos los números primos son de la forma 4k ± 1, lo que significa que todos los primos, salvo el 2, se diferencian en una unidad de un múltiplo de 4 (tal hecho es consecuencia trivial de que todo número impar sea una unidad más o una menos que un múltiplo de 4). Escribamos los primos impares en orden consecutivo, situando a los que sean de la forma 4k ― 1 en la primera fila, y los 4k + 1 en la segunda, debajo de ellos:


  3 ‒7 11 19 23 31 43 47 59 67 71 79 83


  5 13 17 29 37 41 53 61 73


  En este momento, la hilera superior está «ganando la carrera». Si continuamos con una y otra sucesión, ¿llevará siempre ventaja la primera hilera? No se debe malgastar el tiempo verificándolo empíricamente, advierte Guy, porque se tendría que avanzar mucho antes de que la segunda tome la delantera, e incluso así nada se habría demostrado. El eminente matemático de Cambridge John E. Littlewood demostró que las filas se turnan infinitas veces a la hora de tomar la delantera.


  A partir de 5, todos los números primos son de la forma 6k ± 1. Si hacemos correr uno contra otro a estos dos «caballos», también éstos van turnándose infinitas veces en llevar la cabeza. Se han investigado también otras carreras entre números primos, como los cuatro pencos de la carrera 8k ± 1, 8k ± 3. Aunque dista de haber sido establecido, la mayor parte de los especialistas están convencidos de que, con independencia del número de caballos, cada caballo, en la carrera hacia el infinito, lleva la delantera infinitas veces.


  Los números primos de la forma 4k + 1 (la línea inferior de la carrera 4k ± 1) pueden ser expresados siempre como suma de un único par de cuadrados distintos. Por ejemplo, 5 = 4 + 1; 13 = 9 + 4, y así sucesivamente. Este hecho fue descubierto y demostrado por Fermat, y es conocido como teorema de los dos cuadrados de Fermat. Constituye un excelente ejemplo de regularidad para la cual la ley fuerte de los números pequeños no es engañosa, sino que conduce a un genuino teorema. Muchas son las demostraciones que se conocen de este teorema, pero en 1977 Loren C. Larson, del St. Olaf College, en Minnesota, publicó una prueba nueva y preciosa basada en el conocido problema de situar n damas de ajedrez en un tablero de n-por-n de modo que ninguna amenace a ninguna otra.


  En la figura de lo alto de la figura 82 se expone la solución mínima para el problema de las reinas, que exhibe las siguientes propiedades: (1) hay una reina en el centro del tablero (2) todas las demás reinas son alcanzadas desde el centro mediante un movimiento generalizado del salto del caballo, con m casillas en una dirección y n en dirección perpendicular a la primera (siendo m y n sendos números enteros). La solución inmediatamente mayor que reúne todas estas propiedades se muestra en la parte baja de la ilustración: 13 reinas emplazadas en un tablero de 13-por-13.


  Aparte de la reina central, para todas las soluciones de este tipo cada cuadrante del tablero ha de contener, evidentemente, el mismo número de reinas. El número, consiguientemente, tendrá la forma 4k + 1. Larson demuestra que se pueden construir soluciones de este tipo solamente si el número de reinas es primo y de esta forma.
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        Figura 82

      
    

  


  En todas las soluciones de tal tipo, el tablero puede ser dividido en cuadrados idénticos más pequeños, a la manera indicada por las líneas inclinadas de la figura 82. Si imaginamos el tablero convertido en un toro por unión de los bordes superior e inferior y de los bordes izquierdo y derecho, vemos que cada tablero de lado p está compuesto por p cuadrados inclinados. Dado que el tablero tiene un área de p2, el área de cada cuadrado pequeño es √p. Dado que p es la hipotenusa de un triángulo rectángulo de lados iguales a m y a n (los dos componentes del movimiento de caballo generalizado), se deduce del teorema de Pitágoras que p (el área del cuadrado de la hipotenusa) tiene que ser igual a la suma de los cuadrados de m y n. Y dado que p es cualquier número primo de la forma 4k + 1, se deduce que cada uno de tales primos es suma de dos cuadrados diferentes. He ofrecido la demostración de Larson, basada en un trabajo anterior de Georg Pólya, en forma muy abreviada. Pueden verse más detalles en su artículo «A Theorem About Primes Proved on a Chessboard» (Mathematics Magazine, vol. 50, n.° 2, páginas 69-74, marzo de 1977).


  La cuarta y última estrofa del poema de Spalding proporciona una adecuada conclusión:


  ¡Oh primos, números improbables!


  Que largo hayan los buscadores de fórmulas


  de hervir en abstracción,


  de consumirse en esquelética paciencia:


  Permaneced inconformistas, molestos,


  Fenómenos irreductibles


  a sistema, secuencia, pauta


  o explicación.


  


  SOLUCIONES


  Quedaron por responder dos cuestiones sobre pautas de números primos. La primera se refería a un procedimiento que parece generar solamente números primos. ¿Se ha dado usted cuenta de que se trataba de una forma disimulada del célebre polinomio generador de primos 41 + x2 + x de Euler? Haciendo que x tome valores enteros, empezando en 0, la fórmula genera 40 números primos. Falla para n = 40, que da el número compuesto 1.681 = 412.


  La configuración triangular de Leo Moser está basada en las propiedades de una sucesión conocida por «fracciones de Farey». En las nueve primeras filas produce sucesiones con un número primo de números, pero falla para n = 10, pues genera una secuencia de 33 números. Si en lugar de números contamos dígitos, la décima secuencia consta de 37 dígitos, que es primo, pero la siguiente tiene 57 = 3 × 19 dígitos.


  Para obtener los k números correspondientes a la n-ésima hilera, se suma 1 a la suma de los tocientes correspondientes a los números de 1 a n. El tociente euleriano de un número natural n es el número de números naturales x no mayores que n tales que x y n son primos entre sí (es decir, sólo tienen al 1 por divisor común). Los tocientes eulerianos de los números del 1 al 10 son 1, 1, 2, 2, 4, 2, 6, 4, 6 y 4. La suma de estos números es 32. Sumando 1 se obtiene para la décima fila el número compuesto 33. Ignoro si Moser ha llegado a publicar esta curiosidad.


  ADENDA


  En 1994, David Slowinski y Paul Gage descubrieron el primo de Mersenne 2858.433 ‒ 1. En 1996 Slowinski y sus colaboradores en Cary Research descubrieron 21.257.787 ‒ 1. Posteriormente, un grupo de 700 trituradores de números se constituyeron en grupo para buscar lo que llamaron «la gran búsqueda de primos de Mersenne en Internet». En 1996, uno de sus miembros, Joel Armengaud, descubrió el 35-ésimo primo de Mersenne conocido, 21.398.269 ‒ 1. Consta de 420.921 dígitos y es el mayor de los números primos conocidos. Proporciona, obviamente, un trigésimo quinto número perfecto, también el más grande de los conocidos.


  El número primo gemelo más largo cuando escribí este texto fue encontrado en 1999. Era 242.206.083 × 238.880 más o menos 1. Cada uno tiene 11.713 dígitos.


  Los números de Fermat de n = 5 hasta 9 han sido factorizados ya, y se ha demostrado que son compuestos. El décimo número de Fermat, que tiene 309 dígitos, parece encontrarse todavía fuera del alcance de los métodos de factorización de números grandes. Incidentalmente, cuando son escritos en binario, todos los números de Fermat tienen la forma 1 seguida por n ceros, con un 1 al final. En forma binaria, los números de Mersenne constan exclusivamente de 1s.


  Se mencionaba en el capítulo una sucesión de ocho números primos que tenían la forma k, k + 2, k + 6, k + 8, k + 12, k + 18, k + 20, k + 26, y se dijo que el único ejemplo conocido es 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37. John C. Hallyburton, Jr. que trabaja para Digital Equipment Corporation, encontró otras siete secuencias como ésta. Los números iniciales de cada una son


  
    
      	
        15.760.091

      
    


    
      	
        25.658.441

      
    


    
      	
        93.625.991

      
    


    
      	
        182.403.491

      
    


    
      	
        226.449.521

      
    


    
      	
        661.972.301

      
    


    
      	
        910.935.911

      
    

  


  Ken Conrow extendió la lista dada por Hallyburton para los números iniciales de los octetos a 49 primos, de los cuales los siete primos de Hallyburton son los más pequeños. Su lista descubrió todos los números primos menores que diez mil millones.


  El poema de Helen Spalding sobre los números primos fue publicado en el Guinness Book of Poetry 1958/59, así como en An Anthology of Modern Verse 1940-1960 (Methuen, 1961). Nada sé de la Sra. Spalding, salvo que nació en 1920. Su poema me fue enviado por J. A. Lindon, de Inglaterra, y Philip Gaskell, de Glasgow.
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  {1} No resulta fácil traducir en español la acerada intención de Kirkman y su burla de la pedantería y la vaguedad en la expresión. Estas fueron sus palabras: «A change from a nohowish untalkaboutable all-alikeness, to a somehowish and in-general-talkaboutable not-all-alikeness, bycontinous somethingelsifications, and sticktogetherations». Algo así como: «Un cambio desde una totosibisimilitud en ningún modo posible de intercomunicar, hasta una de algún modo no-totosibisimilitud en términos generales intercomunicable, merced a altercosificaciones y sibiadhesiones continuas». [N. del T.]
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