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    Prólogo


    


    Aunque probablemente no puedas contener tus ganas y te lances directamente a disfrutar de Matemagia, permíteme hacerte, querido lector, una pequeña introducción a este estupendo libro que tienes entre manos.


    Lo que tienes ante ti no es una obra de magia ni de matemáticas al uso. Estos dos campos han estado siempre muy relacionados. Las matemáticas suelen suscitar sentimientos extremos: o bien te gustan mucho o bien las odias. Si eres de los primeros, encontrarás razones para amarlas aún más. Si perteneces al segundo grupo, probablemente cambies de opinión.


    Fernando es un divulgador nato. Sus alumnos de la Universidad Politécnica de Madrid le adoran, por razones fáciles de comprender. Sus clases de Matemáticas son amenas y sencillas, pues capta la atención de sus alumnos con herramientas sorprendentes, como la magia. Consigue aulas llenas de estudiantes que han oído hablar de él y acuden a sus lecciones por simple curiosidad.


    Conozco a Fernando desde hace muchos años, pero jamás podré olvidar cómo iniciamos nuestra amistad. Ambos participábamos en un congreso en mi ciudad —Cáceres— en la que él presentaba algunas aplicaciones de la magia para la didáctica de las matemáticas. En un encuentro con un gran número de ponencias, Fernando llamó mi atención instantáneamente con su innovadora propuesta. A través de un amigo común nos conocimos y alargamos la cena hasta bien entrada la noche, hablando sobre nuestras respectivas visiones de la magia y los problemas de ingenio. Desde entonces, hace ya más de diez años, jamás he dejado de compartir inquietudes con él y hemos colaborado en numerosos proyectos juntos.


    Fernando aúna tres facetas muy difíciles de encontrar hoy en día: matemático, mago y divulgador. Es excelente en las tres: como matemático, es profesor de universidad con Premio Extraordinario Final de Carrera e innumerables artículos publicados en revistas de prestigio; como mago cuenta con una pericia y unos conocimientos que superan los de muchos ilusionistas profesionales; y como divulgador tiene la capacidad de escribir y hacer llegar la ciencia a todos los públicos. Matemagia es el libro a través del cual empezarás a ver el mundo con otros ojos, sin importar los conocimientos mágicos o matemáticos que tengas. Sólo importa cuánto desees aprender.


    Por tanto, si eres un profesor que tiene problemas para hacer ver a tus alumnos la belleza de las matemáticas o la ciencia, tienes entre las manos una de las mejores herramientas que encontrarás en tu carrera docente para motivar a los estudiantes. Puedes hacer el número en clase y luego explicárselo… o no. Yo recomiendo lo segundo. Así se quedarán con la curiosidad, reflexionarán en casa, te comentarán sus locas ideas al respecto y te implorarán que les reveles el secreto. Pero lo realmente destacable de este libro es que despertarás tu propia creatividad dándole a cada número tu toque único y personal. Matemagia necesita de sus lectores para que exista la verdadera magia.


    Como bien dice el Dr. Blasco, las matemáticas y la magia presentan muchas similitudes. Por ejemplo, los alumnos nunca quieren saber cómo se demuestran los teoremas, prefieren creérselos, pues la demostración es siempre más difícil que la aplicación. Los asistentes a un espectáculo de magia siempre tratarán de averiguar cómo se ha hecho un determinado número, es decir, cuál es el truco. Coincido plenamente con Fernando, pues para mí la parte más difícil del número es pensar la solución, cómo hacerlo —la «demostración»— y lo más fácil aplicarlo, pues se disfruta muchísimo haciendo magia y sorprendiendo a los que tienes cerca —lo que ve el público—.


    He aplicado algunas de las propuestas de Fernando en mis espectáculos con gran aceptación por parte de los asistentes. Mi truco favorito del libro es el del número cíclico, pues es de muy fácil ejecución y, en mi experiencia, el público queda fascinado con él. Fernando ha permitido que cualquiera pueda impresionar a su entorno con algo tan complejo y a la vez fácil de entender como los números cíclicos.


    Otro número que me gusta mucho es el de adivinar el día de la semana en el que cayó una determinada fecha. Tan solo pídele a un amigo que te diga un día, por ejemplo el 7 de agosto de 1819, y dos segundos después, aplicando un sencillo algoritmo que descubrirás en Matemagia, le sorprenderás diciéndole que fue sábado.


    Hemos de dar gracias a Fernando por no ser el típico mago celoso de sus secretos incapaz de compartirlos con el resto de la sociedad. Si lo fuera, no podríamos ahora disfrutar de este magnífico libro y del conocimiento que nos aporta.


    Permíteme acabar aquí, pues no quiero robarte más tiempo del inmenso disfrute que te supondrá Matemagia. Sobre todo, no te olvides de aplicar todo lo que aprendas aquí. Estoy seguro de que cuando acabes el libro serás un verdadero mago de los números.


    


    JORGE LUENGO


    Premio Mundial de Magia en Invención

  


  
    


    0.


    


    La función va a comenzar

  


  
    


    «El mundo está lleno de matemática y lo ha estado siempre. Esto pudiera maravillarnos, pues el matemático siempre ha pasado como el hombre huraño, con gafas, ajeno a la vida, cuyo reino parecía, en verdad, no ser de este mundo, y que vivía gozándose en las elipses, hipérbolas, fracciones y raíces, logaritmos e integrales. De acuerdo. Pero cuando nuestro hombre se quita los lentes, se frota los ojos y examina con atención el cielo y la tierra, su satisfacción de descubridor no tiene fin. Allí está la luna llena, cuando se encuentra en la culminación: un círculo perfecto, mejor que el que pudiera trazarse con el compás más caro. Veamos, si no, un cristal de cuarzo; ¿dónde encontrar ángulos más finos y exactos? En la majestuosa inmensidad del océano, en el batir del agua encontramos un ejemplo del concepto de función periódica, y la ornamentación cósmica del cielo estrellado ofrece al matemático una inagotable infinidad de relaciones geométricas.»


    


    PAUL KARLSON, La magia de los números


    


    «La mayor parte de las ideas fundamentales de la ciencia son esencialmente simples, y deben, como regla, ser expresadas en un lenguaje que cualquiera pueda comprender.»


    


    ALBERT EINSTEIN

  


  
    


    Matemáticas


    


    En algún momento de nuestras vidas todos hemos estudiado matemáticas, o deberíamos haberlas estudiado. De las asignaturas del colegio, ésta no suele dejar indiferente al estudiante: o le gusta o la aborrece. También en el gusto por las matemáticas influye el modo en el que nos hayamos acercado a ellas. Independientemente de nuestro gusto por esta ciencia, la matemática aparece, aunque de forma oculta, en multitud de conceptos y objetos que utilizamos todos los días. Relojes, ordenadores, antenas parabólicas, descodificadores, reproductores mp3, navegadores GPS, smartphones y tabletas utilizan algoritmos matemáticos en su funcionamiento. También los códigos de barras y los códigos QR incluyen matemáticas. Explicaré en este libro qué matemática hay debajo de la mayoría de los objetos enunciados anteriormente.


    Un compañero de trabajo, no matemático, muchas veces me recuerda la manía, a veces convertida en obsesión, que tenemos los matemáticos por mostrar que nuestra ciencia es útil. Es cierto: observando el modo como nos comportamos habitualmente, parece que siempre estamos queriendo justificar lo que hacemos. Él es un científico y le parece redundante esta manía nuestra, ya que sabe que la matemática aparece de modo subyacente en la descripción de la ciencia y no sólo aportando el lenguaje en el que ésta se describe, sino aportando la estructura básica necesaria para poder pensar la ciencia. En el mundo tecnológico en el que nos movemos es fundamental afianzar los conocimientos matemáticos y, quizás, es necesario mostrar las aplicaciones de esta ciencia.


    Tradicionalmente, y debido a la influencia del sistema educativo, las personas nos clasificamos como de ciencias o de letras, dependiendo de la rama que escogimos en el bachillerato. Mi editora me recordaba que se esperaba que este libro lo leyeran personas de letras y que debía tener en cuenta esto al escribirlo. En ese sentido he intentado describir, de un modo sencillo, algunas de las matemáticas que aparecen en nuestra vida cotidiana. Si no mediante el lenguaje, sí lo he hecho mediante los ejemplos, utilizando para ello algo que parece estar muy alejado de las matemáticas: la magia, entendida como el arte de ilusionar. La separación entre ciencias y letras no es tan grande como se ha pretendido; Platón era un pitagórico y en la Academia había un cartel diciendo: «No entre por estas puertas aquel que no sepa geometría».
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    José Echegaray es conocido por ser uno de los integrantes de la escasa lista de españoles ganadores del Premio Nobel de Literatura. Lo que no es tan conocido es que fue, además de ministro, el primer presidente de la Sociedad Matemática Española y que influyó en gran medida en la actualización de los conocimientos que se tenían de esta ciencia en España. Julio Rey Pastor —que dice que la matemática española del siglo XIX comienza en 1865 con Echegaray— ingresa en la Real Academia de la Lengua en 1954 y el discurso que imparte en el acto de recepción se titula Álgebra del Lenguaje. En Francia existe un grupo, llamado Oulipo (Ouvroir de Littérature Potentielle), fundado por el escritor Raymond Queneau y el matemático François Le Lionnais, formado por escritores y matemáticos interesados en explorar el uso de las restricciones formales como una ayuda a la creatividad en la literatura. Bertrand Russell, también ganador del Nobel de Literatura, es el autor, junto a Arthur N. Whitehead, de los Principia mathematica, que han sido una referencia fundamental en el siglo XX para desarrollar los fundamentos de la matemática. Borges estudió varios años de matemática bajo la influencia de Russell; y Guillermo Martínez, autor de Los crímenes de Oxford, novela de gran éxito que ha sido llevada al cine, es doctor en Matemáticas. Uno de los dramaturgos españoles actuales de más éxito es Juan Mayorga, y también es licenciado en Matemáticas (y doctor en Filosofía). He dejado para el final al más conocido: Lewis Carroll, el autor de Alicia en el país de las maravillas, era profesor de Matemáticas en la Universidad de Oxford.


    Aunque intente describir todos los conceptos que aparecen en el libro como algo sencillo, en una primera aproximación algunas cosas pueden resultar extrañas al lector, pese a que casi siempre habrá una razón que lo justifique. Por ejemplo, este libro comienza en el capítulo 0 en lugar de comenzar en el capítulo 1. ¿Por qué es esto así? Algún lector podría pensar que es por dar la nota. No; en realidad tiene un fundamento matemático: costó mucho tiempo que comenzara a utilizarse el 0. El uso del 0 estaba unido al problema filosófico de reconocer la existencia de la nada y, aunque ya había sido utilizado por los mayas, este número entra en escena, conceptualmente, alrededor del año 500. Al principio, lo que se hacía era dejar un hueco entre el resto de las cifras: 2043 se escribiría 2 43, lo que podía conducir, obviamente, a errores de interpretación. La primera constancia escrita del uso del símbolo 0, utilizado en el mismo sentido que hoy, aparece en una tablilla india del año 876. Entre los matemáticos actuales existe una controversia sobre si el cero debe o no debe ser considerado un número natural. En definitiva, al igual que el número cero es distinto a los demás números naturales, este capítulo es diferente del resto de capítulos del libro: en él mostraré principalmente una declaración de intenciones y describiré menos magia que en los siguientes. Precisamente, el uso del 0 se introdujo en Europa a través de España: los dígitos que utilizamos habitualmente son los conocidos como números arábigos, porque llegaron a Occidente gracias a los árabes, que, a su vez, los habían tomado de los indios; pero el responsable de su extensión por Europa no fue un español, sino el italiano Leonardo de Pisa, más conocido como Fibonacci. De él hablaré más adelante. Cuando antiguamente aprendíamos a contar, los números que antes se aprendían eran los números naturales 1, 2, 3... 10. Ahora, los diez primeros números que aprendemos son 0, 1, 2, 3, 4… 9. ¿Por qué? Quizás debido a los ascensores: cuando nos subimos a ellos en la planta baja vemos que la pantalla indica que estamos en el piso 0 y es fácil que los niños cuenten «cero, uno, dos...». Si subimos, vamos al 1; y si bajamos al primer sótano, llegamos a la planta –1. Hoy, quizás gracias a eso, los números enteros no nos sorprenden como sorprendían a nuestros antepasados. Los números enteros son los que permiten que siempre sea posible efectuar la operación de restar. Nuestra notación habitual consiste en poner un signo «–» («menos») delante del número. Otra forma de representar los números negativos ha sido como números rojos en los balances.


    


    Magia


    


    La magia es algo que asociamos con la niñez: el mago era alguien que podía sacar un conejo de una chistera. Los magos actuaban en los circos; también los podíamos ver en la televisión. Ahora hay ocasiones en las que se contrata un mago tanto para animar una fiesta de cumpleaños como para intervenir en una convención de empresa. Ésa es la magia a la que nos vamos a referir: el ilusionismo.


    La magia ha estado presente en todas las culturas. Unas veces se asociaba a la religión; otras veces los magos eran los científicos que conocían aparatos que parecían mágicos, y veremos algunos casos en este libro. El cine, por ejemplo, fue algo que comenzó mostrándose como una parte de espectáculos de ilusionismo. George Mèliés era un mago que asistió a la primera proyección de los hermanos Lumiére y quiso incluir el aparato inventado por éstos dentro de su espectáculo de magia. Ellos no quisieron cedérselo, pero, finalmente, Mèliés lo consiguió por otra vía e incluyó las proyecciones como parte de su espectáculo. Siguiendo con el cine y en tiempos más recientes, podemos indicar que Alfred Hitchcock y Orson Welles eran grandes aficionados al ilusionismo. Woody Allen también es aficionado a este espectáculo. El gusto por la magia como arte ha arrastrado a gentes de toda condición, que se han dedicado a la magia de forma pasional, no profesionalmente. Entre la amplia lista de magos españoles ganadores del Campeonato Mundial de Magia organizado por la Fédération Internationale des Sociétés Magiques (FISM), debemos destacar los nombres de los maestros Arturo de Ascanio y Camilo Vázquez, magos que profesionalmente se dedicaban a otras tareas, pero que son reconocidos internacionalmente como grandes de la magia. Desde que se publicó este libro hasta ahora ha habido más españoles que se han unido a la lista de premiados en los mundiales de magia: en 2009 obtuvo el premio, en la modalidad de innovación, el ingeniero informático Jorge Luengo quien, en ese momento, estaba trabajando como profesor de matemáticas en un instituto de secundaria pero que ahora es un mago profesional de éxito. En este año 2015 el Gran Premio de este mundial de magia lo ha ganado Héctor Mancha, mago profesional que hasta hace poco se ganaba la vida como bombero.


    El interés por la magia que han demostrado personajes históricos nos llevará a hablar de Cardano, Leonardo da Vinci o Luca Pacioli. No haré más referencias por el momento, ya que ello se detallará bastante en los capítulos siguientes. Séneca también muestra interés, como espectador, por los juegos de magia: en su cuadragésima quinta carta a Lucilio describe que había visto un fascinante truco, en el que unas bolas aparecían y desaparecían bajo unos cubiletes, pero que, al conocer cómo se hacía el juego, éste perdió todo su interés. Séneca nos da la pista de por qué los juegos de magia nunca deben explicarse (aunque en este libro nos saltaremos un poco esa norma). Otro filósofo que describe juegos de magia es Roger Bacon y a él se debe la frase: «La mano es más rápida que la vista», utilizada frecuentemente al referirse a los magos prestidigitadores, que, como el nombre indica, son los que tienen velocidad en los dedos.


    La magia existe. ¿Por casualidad? Quizás, pero que el hecho sea casual no deja de maravillarnos. Roberto Giobbi, un magnífico mago contemporáneo, que es autor de una serie de libros ideales para iniciarse en el ilusionismo, refiere que si tomamos una baraja de póquer de 52 cartas y deletreamos en inglés los trece nombres de las cartas (ace, two, three… ten, jack, queen, king) al mismo tiempo que descartamos una carta por cada letra, la última carta caerá sobre la mesa al decir la g de king. Giobbi comenta que lo sorprendente es que eso mismo ocurre cuando se deletrea en francés, sueco, holandés o alemán; e igual sucede si deletreamos en español, contando la ch de ocho como una única letra. ¿No resulta mágico? Te animo a que hagas el experimento. Podrás sentir la magia en tus manos.


    La primera página de los demás capítulos de este libro contiene un juego de magia. También aparecen juegos en los epígrafes que comienzan con el símbolo [image: ]. Te propongo que abras el libro por una página cualquiera y busques el juego de magia más próximo a esa página. Sigue las instrucciones allí indicadas y comprobarás que la magia existe.


    


    Matemagia


    


    La matemática recreativa ha estado presente en los libros de matemáticas desde antes de que Gutenberg inventara la imprenta. Mencionaré un poco más adelante, y sirva esto sólo como aperitivo, que la descripción del primer juego de magia del que se tiene constancia escrita lo tenemos en un manuscrito del que son coautores Luca Pacioli y Leonardo da Vinci; ahí aparecen ya juegos de magia numérica. La primera referencia en un libro impreso está en un libro de otro matemático: Girolamo Cardano. Libros posteriores aúnan matemáticas, física, química y magia, siendo destacado el titulado Recréations Mathèmatiques et Phisiques, escrito por Jacques Ozanam: en su primera edición, además de juegos científicos, incluye juegos de magia tales como la cuerda rota y recompuesta, la cinta infinita que sale de la boca o la carta que viaja desde una baraja al interior de un sombrero, juegos que hoy siguen divirtiendo al público.


    Dejando un poco de lado la ciencia recreativa en general para centrarnos en la magia matemática, debemos hablar de Martin Gardner. Su libro Mathematics, Magic and Mystery es el primero dedicado íntegramente a la magia matemática, según dice este autor en el prólogo a la obra de William Simon Mathematical Magic, que resulta ser el segundo libro dedicado a ella. Posteriormente han aparecido muchos más libros en los que se describe la matemática que interviene en algunos juegos de magia. No sólo se escriben libros sobre magia matemática, sino también artículos en revistas científicas matemáticas y en revistas de educación matemática. Con esta obra pretendo acercar algunos conceptos matemáticos sencillos a través de juegos de magia, que pueden hacerse ante público.


    Las matemáticas y la magia tienen bastantes cosas en común, aunque parezcan disciplinas totalmente diferentes. Una característica importante de ambas es la búsqueda tanto de la simplificación como de la generalización. Tommy Wonder, un mago holandés recientemente fallecido, comentaba en una conferencia el proceso de creación de un juego: cuando él tenía una idea clara de qué quería conseguir, podían pasar años hasta que diera con el método para poder lograr esa proeza. En matemáticas ocurre algo similar: se puede tardar mucho tiempo en dar con el modo adecuado para abordar un problema; incluso puede ser necesario desarrollar una nueva técnica para afrontarlo, al igual que ocurre en la magia. Un ejemplo que puede ilustrar otro tipo de interacción se halla en la forma en que Andrew Wiles anunció que había resuelto el famoso último teorema de Fermat: lo hizo, tras haberse divulgado el rumor de que ello iba a tener lugar, como colofón —al igual que un espectáculo de magia deja para el final el número más fuerte— a una serie de conferencias en Cambridge, dedicando la última de ellas a la demostración de dicho teorema.


    También encontramos un hecho paradójico en la magia matemática: a los estudiantes no les gusta conocer la prueba de los resultados matemáticos; suelen decir que ellos se lo creen. Sin embargo, quieren saber en qué se basan las proezas mágicas. Como elemento didáctico, la matemagia es interesante, puesto que permite preguntar el porqué de algunos resultados.


    Hay muchos libros de matemática recreativa y uno siempre se plantea la razón de escribir otro más. Dos disciplinas que han estado unidas desde antiguo han sido la magia y la ciencia, y, en particular, la magia y la matemática; ahí es donde entra este libro. Con él pretendo acercar al lector a esas dos maravillosas disciplinas, una artística y otra científica, por medio del asombro y el entretenimiento. Por el camino tendré que desvelar algunos secretos y deseo que sirva para atraer al lector a que profundice bien en la matemática o bien en la magia, si no en ambas.


    He dejado para el final a otro divulgador de la ciencia y conocido escritor de clásicos de la ciencia ficción, siendo el más conocido 2001: una odisea del espacio. Arthur C. Clarke estudió matemáticas y física en el prestigioso Imperial College de Londres. Nos dejó tres leyes que relacionan la ciencia, la ficción y la ciencia ficción. En particular, son aplicables a la matemática, y también a la magia:


    


    1. Cuando un viejo y distinguido científico determina que algo es posible, probablemente está en lo cierto. Cuando determina que algo es imposible, probablemente está equivocado.


    2. La única manera de descubrir los límites de lo posible es aventurarse hacia lo imposible.


    3. Cualquier tecnología suficientemente avanzada es indistinguible de la magia.

  


  
    


    1.


    


    Pitágoras: todo es número

  


  
    


    Piensa un número del 1 al 9: uno que te traiga suerte. ¿Ya está? También tengo aquí un número mágico: 12345679. Multiplica tu número por 9 y ese resultado multiplícalo por mi número mágico. ¿Te gusta el producto final?


    A lo largo del capítulo encontrarás la explicación.


    


    
      El número 1 representa la mónada (unidad) y genera todos los demás números, sumando éste una cantidad adecuada de veces. Filolao indica que «el uno es el padre de los seres, padre y demiurgo del mundo, artífice de la permanencia de las cosas». Este capítulo versará sobre juegos mágicos utilizando números.

    


    


    [image: ] La magia de los números


    


    Si preguntamos el nombre de un resultado matemático (no me refiero al enunciado), casi todos se referirán a Pitágoras. No sabemos mucho sobre su persona e incluso se ha llegado a poner en duda su existencia, aunque se supone que realmente nació en Samos el año 569 a. C. Sí que está más documentada la existencia del «grupo de los pitagóricos» como una sociedad secreta que se estableció en Crotona (en algunos textos a este grupo se le califica de secta, dado el carácter místico-religioso que poseían). No debemos pensar que era secreta en el sentido de que nadie conocía su existencia, sino en el de la obligación que tenían sus miembros de guardar secreto de sus deliberaciones y conocimientos; en ese detalle aparece ya el primer paralelismo entre Pitágoras y los magos. En cualquier caso, el simbolismo utilizado por Pitágoras y sus seguidores continúa fascinando a muchos adeptos a lo oculto; en ese sentido se puede hablar de la magia de los pitagóricos. La otra faceta mágica de este personaje —visto ahora, más de dos mil quinientos años después de su muerte— ha sido la de su gran influencia sobre el desarrollo de la cultura occidental en general y sobre las matemáticas en particular. La idea de demostración matemática formal, basada en unos principios y reglas de aplicación, se debe a Pitágoras; igualmente, a él se atribuyen los nombres matemática o filosofía. En diferentes textos se habla de Pitágoras como mago no con el significado que aplicaremos aquí a ese término (para nosotros un mago será un ilusionista o prestidigitador), sino como un mago hechicero que cree fuertemente en el poder de los números.


    Sigamos la máxima pitagórica de todo es número y veamos hasta qué punto llevaba razón Pitágoras. El primer ejemplo que daré es la base de un efecto de ilusionismo. Es sorprendente que hasta en algo que puede parecer completamente alejado de una disciplina formal como las matemáticas, éstas hagan su aparición.


    


    1. Piensa un número de 5 cifras, diferentes.


    2. Intercambia el primer dígito con el último (i.e., si habías escrito 12345, ahora deberías escribir 52341).


    3. De esos dos números de cinco cifras que has escrito, resta el menor del mayor; te resultará otro número de 5 cifras abcde (siguiendo con nuestro ejemplo, sería: 52341 – 12345 = 39996.


    4. Intercambia la primera y la última cifra de ese resultado, con lo que te quedará algo de la forma ebcda, y súmalo con el resultado del tercer paso, efectuando la suma abcde + ebcda (en el ejemplo anterior, al intercambiar las cifras te queda el número 69993 y ése debe sumarse al original 39996).


    El número que te ha dado como resultado es:
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    FIGURA 1. Predicción.


    


    ¿Cómo? ¿No es ése el resultado? ¡Es verdad, deberías dar la vuelta al libro para leerlo correctamente! En realidad, el resultado es 109989.


    Este simple juego que acabo de exponer nos sirve, además de para repasar las sumas, para presentar una de las ideas fundamentales en matemáticas: la idea de generalización. ¿Somos capaces de modificar un poco este juego para obtener uno diferente? Por ejemplo, ¿podrá hacerse algo similar para números con 3 o 4 cifras? La respuesta es afirmativa, y la versión del juego para números de 3 cifras es mucho más conocida que ésta: el valor constante que resulta tras hacer las operaciones indicadas es «1089».


    


    [image: ] Sistemas de numeración


    


    La matemática que hay bajo el juego que acabo de exponer es simplemente una propiedad del sistema de numeración decimal que utilizamos: el número abcde, en realidad, puede pensarse como [10000a + 1000b + 100c + 10d + e]; y si seguimos la pista a las ecuaciones que describía en la realización del juego, podremos ver por qué esto es así. En otros capítulos veremos alguna consecuencia más de utilizar un sistema de numeración en base 10, así como las ventajas de utilizar una notación posicional de las cifras para escribir números, sistema que no fue completamente desarrollado por los griegos, pero para el que dejaron el camino preparado: el sistema jónico utilizaba 9 símbolos para escribir los números del 1 al 9, otros 9 para representar los números comprendidos entre 10 y 90, y 9 símbolos más para representar los números entre 100 y 900:
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    Así, el número 789 sería ψπθ. Los símbolos adoptados para designar los números entre 1000 y 9000 eran los mismos que los usados para representar los números del 1 al 9 precedidos de un acento; de este modo, 1089 se escribiría ´απθ. El paso de esa idea al sistema de notación posicional es inmediato: el símbolo 1 puede representar una unidad, diez o cien, dependiendo de la posición que ocupe esa cifra en el número. Escribir 1089 en nuestro sistema posicional implica que tenemos «una unidad de millar, cero centenas, 8 decenas y 9 unidades».


    Dicho esto, pasaré a exponer un nuevo juego, basado precisamente en el principio de posición en nuestra numeración:


    


    1. Piensa un número del 1 al 9. Yo pensaré otro.


    2. Suma 2 a tu número.


    3. Multiplica el resultado por 5.


    4. Resta 6 al número que te ha quedado.


    5. Multiplica ahora por 2 el total anterior.


    6. El resultado será un número de dos cifras. Escríbelas en las casillas siguientes:
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    En la casilla B seguro que has escrito un 8, el número que yo había pensado. En la casilla A has escrito precisamente un número que no es otro que... el que habías pensado tú al principio.


    El juego que acabo de describir es un juego numérico sencillo, pero efectivo. La justificación de por qué funciona el juego y podemos hacer esa adivinación la voy a dejar para la última parte del capítulo, ya que no quiero romper la magia en este punto. Una de las razones por las que no se desvelan los secretos en los juegos de magia —y quizás la que voy a exponer sea el principal motivo— es la de no hacer perder la ilusión del que ha presenciado el efecto mágico. El asistente a un espectáculo de magia debe poder disfrutar con lo que ha visto y, en muchas ocasiones, el conocimiento de lo que el mago hace, pero que no se ve en el desarrollo de un juego de magia, coarta la capacidad de ilusión. Hay también otros motivos, como el secreto profesional o el deseo del propio mago creador de un juego de disfrutar presentando su creación a otros magos, desconocedores de ese método para ilusionar. Del mismo modo, muchos matemáticos, a lo largo de la Historia, han mantenido sus descubrimientos en secreto. No es el mismo caso: mientras son claros los motivos que inducen al mago a no difundir sus conocimientos al público, en la labor del científico una de las tareas es la transferencia del conocimiento.


    


    Magia, ciencia y religión


    


    Además de lo ya expuesto, existe una reminiscencia mística tanto en los juegos de magia como en las disciplinas científicas, que viene desde muy antiguo. En el tiempo en que vivió Pitágoras la ciencia comprendía principalmente matemáticas y astronomía; y para él la matemática estaba presente en todo, otorgando a cada número un significado particular, que podía servir como talismán. Todavía en nuestros días se mantienen muchas supersticiones relativas a los números. En ese sentido parece que no han avanzado el pensamiento y la cultura, y que los 2500 años que nos separan de Pitágoras no han servido de nada y continúa habiendo un gran número de adivinos, brujos y quirománticos. En el momento en el que Pitágoras desarrollaba sus enseñanzas la ciencia estaba dotada de una gran carga mística, en particular en su grupo, y la población no conocía por qué ocurrían las cosas. La «explicación» más aceptada era atribuirlo, de algún modo, a la magia. No debemos olvidar que Pitágoras es contemporáneo de Confucio, Buda y Lao-Tse. La presencia de todos ellos, y sus obras, en ese momento histórico nos muestra la preocupación religiosa que se tenía. La relación existente entre ciencia, magia y religión continuó manifestándose a lo largo de los siglos de muy diferentes maneras: por una parte, aparecen los científicos a los que se les acusa de brujería; y por otra, los que utilizan conocimientos científicos para mostrar supuestas manifestaciones divinas. Uno de los principales exponentes de esta «ciencia aplicada a la religión» lo constituye Herón de Alejandría (otro matemático al que se conoce principalmente por su fórmula para el cálculo del área de un triángulo). En su tratado Pneumatica describe un mecanismo de apertura de las puertas de un templo por arte de magia: en efecto, el sacerdote encendía un fuego sagrado en un altar, las puertas se abrían entonces de modo automático y se cerraban también automáticamente al apagarse el fuego. Esta magia que utilizaban los sacerdotes no debe considerarse como tal, sino como ciencia, ya que el altar tenía en su interior una cámara de aire, conectada a una esfera por medio de un tubo. La esfera se llena de agua hasta la mitad y está conectada, a través de un sifón, a un recipiente suspendido mediante cadenas y poleas. A su vez, esas cadenas están enrolladas en unos tornos que, girando, permiten abrir o cerrar las puertas del templo. El funcionamiento del sistema es el siguiente: al encenderse el fuego, la expansión del aire que hay en el altar hace que parte del líquido del globo pase al cubo colgante a través del sifón. El aumento de peso del cubo debido al agua trasvasado a él hace que comience a descender, activando el sistema de poleas que abre las puertas del templo. Al apagarse el fuego, se produce una depresión en el interior del altar, que hace que el agua vuelva a la esfera a través del sifón y esta vez se muevan los tornos en sentido inverso, cerrando las puertas.
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    FIGURA 2. Magia, ciencia y religión en Herón de Alejandría.


    


    Curiosamente, este efecto aparece citado en referencias mágicas como un truco de ilusionismo y también, esta vez en referencias científicas, como el origen de los automatismos para puertas. La magia y la ciencia aparecen unidas en Herón de Alejandría y, además, lo hacen en favor de la religión: se quería obtener una manifestación divina tras el encendido del fuego sagrado. Recordemos la ya comentada tercera ley de Clarke, que relaciona la magia y la tecnología. Nuestro teléfono móvil, algo que llevamos siempre en el bolsillo, tiene la posibilidad de establecer videoconferencias mediantes sistemas de mensajería (whatsapp, facebook, hangouts de google,…). ¿No parece mágico?; pero ahí no queda la cosa, pues hay un hecho aún más mágico y sorprendente: la tecnología utilizada por esos teléfonos móviles es una tecnología digital, esto es, basada en números. Hemos vuelto a la máxima pitagórica de todo es número.


    


    [image: ] Instrucciones: las reglas del juego


    


    Volviendo a Herón de Alejandría, a muchos les parecería mágico el método que proporciona para resolver una ecuación de segundo grado: «Multiplica 212 por 154, súmale 841, halla la raíz cuadrada y réstale 29, y, por último, divide el resultado por 11». Estas instrucciones se parecen mucho a las que hemos descrito en los juegos sugeridos. No es de extrañar que esto sea así, ya que la notación matemática que utilizamos hoy no se había desarrollado todavía. Uno de los pilares del avance en matemáticas es la utilización de una buena notación, aunque a muchas personas les asuste ver ecuaciones o símbolos matemáticos.


    Te propongo un juego con instrucciones de este estilo (pero sin ecuaciones matemáticas):


    


    1. Piensa un número de tres cifras.


    2. Multiplica por 2 la primera de ellas.


    3. Suma 3 a ese resultado.


    4. Multiplica por 5 lo obtenido.


    5. A ese resultado súmale la segunda cifra del número pensado originalmente.


    6. Multiplica por 10 el número que te ha quedado ahora.


    7. Suma la tercera cifra del número pensado originalmente.


    8. Resta 150 al resultado.


    9. ¿Qué obtienes?


    


    El resultado, si no te has equivocado en las operaciones, debería ser el número pensado originalmente. En efecto, el número de tres cifras xyz (supongamos que es 348) es, en realidad, 100x + 10y + z, debido de nuevo al sistema posicional de numeración. Al hacer las operaciones indicadas, vamos obteniendo los resultados que se reflejan en la tabla siguiente, en la que sí hemos incluido las ecuaciones en aras de la comprensión de dónde ocurre la magia (dejo como reto al lector escribir las explicaciones que acompañan cada paso sin escribir la correspondiente ecuación y, si tiene paciencia para ello y consigue terminarlo, le doy la enhorabuena).


    


    
      
        	Piensa un número de tres cifras:

        	100x + 10y + z

        	348
      


      
        	Multiplica por dos la primera de ellas:

        	2x

        	6
      


      
        	Suma 3 a ese resultado:

        	2x + 3

        	9
      


      
        	Multiplica por 5 lo obtenido:

        	10x + 15

        	45
      


      
        	A ese resultado súmale la segunda cifra:

        	10x + 15 + y

        	49
      


      
        	Multiplica por 10 lo que has obtenido:

        	100x + 150 + 10y

        	490
      


      
        	Suma la tercera cifra del número pensado:

        	100x + 150 + 10y + z

        	498
      


      
        	Resta 150 al resultado:

        	100x +10y + z

        	348
      

    


    


    Lo que hemos hecho, sin que pareciese demasiado obvio, es sumar al número pensado la cantidad 150 y después restar esa misma cantidad, con lo que el número lo hemos dejado como estaba al principio. El juego descrito anteriormente tenía el mismo fundamento:


    


    
      
        	Piensa un número del 1 al 9 (yo pensaré otro):

        	x
      


      
        	Suma 2 a tu número:

        	x + 2
      


      
        	Multiplica el resultado por 5:

        	5x + 10
      


      
        	Resta 6 al número que te ha quedado:

        	5x + 4
      


      
        	Multiplica ahora por 2 el total anterior:

        	10x + 8
      

    


    


    El sistema posicional de numeración permite que en la casilla de la izquierda apareciera el número pensado por el espectador y en la de la derecha un 8, el «número pensado por mí».


    Como ya he mencionado, uno de los principios fundamentales de la magia indica que no se debe revelar el secreto. Aquí ya nos lo hemos saltado; así que, una vez transgredida la norma, podemos seguir explicando el juego en el que debíamos dar la vuelta al libro para leer correctamente la predicción 109989. De nuevo, el juego se basa en que utilizamos un sistema posicional de numeración. La presentación del juego que hemos hecho tiene un detalle que excede lo puramente matemático: el hecho de tener que dar la vuelta al libro.


    Simulando una equivocación, habremos conseguido involucrar en el juego tanto a los que se alegran de que el mago se haya equivocado (aunque luego vean chafada su alegría) como a los que se compadecen del mago que ha cometido «un error». Veamos qué matemática había en el juego:


    


    El número de 5 cifras:


    xyzuv


    Intercambiamos el primer dígito con el último:


    vyzux


    Restamos el menor del mayor:


    10000x + 1000y + 100z + 10u + v – (10000v + 1000y + 100z + 10u + x) = 10000 (x – v – 1) + 9990 + 10 + v – x


    Intercambiamos la primera y la última cifra:


    10000 (10 + v – x) + 9990 + x – v – 1


    Sumamos con el que teníamos:


    = 109989


    


    Hasta ahora hemos trabajado con números, aunque cuando uno piensa en algo mágico, suele tener como referencia una baraja de cartas. Nos dedicaremos en profundidad a éstas en el cuarto capítulo (recordemos que la baraja tiene cuatro palos), pero sí que quiero mostrar ahora un pequeño aperitivo. Para ello es necesario que consigas una baraja; dará igual que sea española (oros, copas, espadas y bastos) que francesa (con palos de picas, corazones, tréboles y diamantes), puesto que vamos a utilizar sólo 40 cartas. Si la baraja que tienes es una baraja española habitual (la de 40 cartas), no tienes que hacer nada sino recordar que el valor de los reyes es 10; el de los caballos, 9; y el de las sotas, 8; mientras que si es una baraja de 48 cartas, debes retirar los ochos y los nueves. Si has elegido una baraja francesa, retira las figuras (jotas, damas y reyes), puesto que no van a intervenir en el juego.
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    FIGURA 3. Juego de la cuenta atrás.


    


    1. Coge la baraja y mézclala a fondo.


    2. Recuerda que el 7 es un número mágico para mucha gente (7 eran las colinas de Roma, 7 los reyes de Egipto, 7 las maravillas del mundo...). Echa 7 cartas, una encima de otra y cara abajo, sobre la mesa.


    3. Da la vuelta a la que ha quedado arriba y recuerda (o apunta) de qué carta se trata. Vuelve a ponerla dorso arriba y sitúa sobre ese montón el resto del mazo.


    4. Vamos a hacer una cuenta atrás a la vez que vas poniendo sobre un montón cartas cara arriba sobre la mesa, siempre cogiéndolas desde arriba. Al mismo tiempo que vas cantando 10, 9, 8…, te fijas en el valor de la carta echada. Si coincide el valor de la carta que has echado con el número cantado, paras la cuenta atrás. Por el contrario, si llegas al número 1 sin que coincida ninguna de las cartas mostradas con el número recitado, debes dar la vuelta al montón.


    5. Ahora comenzamos, con el resto del mazo, una nueva cuenta atrás con las mismas reglas del juego: cuentas hacia atrás al mismo tiempo que echas cartas sobre la mesa.


    6. Repetimos la cuenta atrás una tercera vez.


    7. En este punto del proceso tendrás tres montones de cartas. Alguno puede estar dorso arriba (si no ha habido coincidencias entre los valores de los naipes extraídos y los números cantados) y otros mostrando algunas cartas. Recuerda que has mezclado la baraja, has sacado unas cuantas cartas, te has fijado en el valor de una de ellas y has efectuado tres cuentas atrás en el que las cartas han ido apareciendo según secuencias aleatorias.


    8. Ahora, del montón de cartas que tienes en tu mano, vas a echar, cara abajo y sobre la mesa, tantas cartas como montones tengas dorso arriba. Si los tres contadores están mostrando cartas, no eches ninguna sobre la mesa. (A título de ejemplo, en la figura 3, puedes ver una configuración en la que se muestra un 5 de corazones, un 7 de diamantes y un dorso; según estas instrucciones, en este paso deberías echar una carta sobre la mesa.)


    9. Suma los valores de las cartas que se están mostrando y deposita sobre la mesa tantas cartas como indica esa suma. (Volviendo a la figura 3, deberías echar 12 cartas sobre la mesa.)


    10. ¿Recuerdas cuál era la carta que habías elegido al principio? Levanta la primera carta que te ha quedado en el mazo de cartas en tu mano. ¿Sorprendido?


    


    De momento, no romperemos la ilusión creada. Tan solo, y eso para los que quieren conocer el secreto del juego, sugiero que piensen en una adaptación a barajas con mayor número de cartas: 42 (juegos de cartas infantiles), 48 o 52. Aquí ha quedado redactado de forma que el lector pueda hacerse el juego a sí mismo mientras lo lee, pero también éste es un buen juego para mostrar a otros y es tarea de quien quiera presentarlo buscar una motivación y una adaptación adecuadas para realizarlo ante público.


    


    [image: ] El juego de la ruleta


    


    Según vamos conociendo nuevos juegos, vemos que los números nos ayudan a crear la ilusión. Introducir cartas añade colorido a los juegos que hacemos. Estamos repitiendo que para Pitágoras los números lo eran todo, y un nuevo ejemplo lo tenemos en la ruleta y las apuestas. La ruleta de los casinos consta de números y colores rojo y negro (como las cartas, ¿curioso?), pero nosotros vamos a fabricar ahora una ruleta mucho más sencilla, de acuerdo con la configuración que se muestra en la figura 4 y vamos a apostar. Para ello debes elegir una de las cartas representadas. Simularemos un tiro de ruleta: desde el número que hayas elegido, cuenta, en el sentido de las agujas del reloj, tantas cartas como el número que hubieras elegido; por ejemplo, si hubieras pensado en el as de tréboles, habrías contado una carta, con lo que te situarías sobre el 4 de diamantes; y si hubieses pensado en el 7 de tréboles, contarías 7 cartas, para terminar sobre el 8 de diamantes.
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    FIGURA 4. Ruleta numérica.


    


    Tras realizar la cuenta, debes retirar de la ruleta la carta a la que has llegado y utilizarás su valor para hacer una nueva cuenta (si habías llegado, por ejemplo, al 5 de picas, deberías retirarlo del tablero y contar cinco cartas en el sentido de las agujas del reloj). Continúa este proceso hasta que quede una única carta. Si has apostado por esa carta, serás el ganador. Lo que yo sé, y las matemáticas me dicen, es que sólo serás el ganador si habías apostado por el 5 de picas. Ésa es la carta en la que siempre termina toda cuenta. ¿Magia? Sí, magia numérica. Por supuesto que para este juego no nos hace falta la baraja y podíamos haber utilizado simplemente tarjetas de visita en las que hubiésemos escrito los números del 1 al 8.


    En principio, parece que es imposible controlar cuál va a ser el resultado final de la apuesta y ahí entra la psicología del mago para llevar al jugador a pensar que hay 8 posibilidades distintas y que, por lo tanto, la probabilidad de ganar del contrincante es de 7 / 8, mientras que la del mago es de 1 / 8. Desde el punto de vista mágico, es fundamental resaltar esto, pero desde el punto de vista matemático, es completamente incorrecto: es una falacia. En principio, hay 8 posibilidades diferentes en las que se puede terminar la cuenta, pero si nos ponemos a analizar con un poco más de cuidado qué es lo que ocurre en este juego, considerando los casos posibles en función del número por el que empecemos a contar, observamos que, en realidad, hay solamente dos posibles secuencias según las cuales retiraremos las cartas. Si nos referimos de nuevo a la figura 4, ocurre que


    


    • Si comenzamos por A[image: ], 2[image: ], 5[image: ] o 6[image: ], la secuencia será: 4[image: ], 8[image: ], 2[image: ], 3[image: ], 7[image: ], A[image: ], 6[image: ].


    • Si la carta elegida para empezar es 3[image: ], 4[image: ], 7[image: ] u 8[image: ], se retiran las cartas según el orden: 8[image: ], 7[image: ], 2[image: ], 4[image: ], A[image: ], 3[image: ], 6[image: ].


    


    En ambos casos, el 5[image: ] es la carta que siempre queda sobre la mesa.


    Al hablar de magia numérica no podemos dejar fuera los juegos en los que se utilizan números cíclicos. El más conocido es el que se hace utilizando el número 142857. Este número es el período de 1/7:
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    Este número tiene la propiedad de que


    


    
      
        	142857 x 1 = 142857

        	

        	142857 x 4 = 571428
      


      
        	142857 x 2 = 285714

        	

        	142857 x 5 = 714285
      


      
        	142857 x 3 = 428571

        	

        	142857 x 6 = 857142
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    FIGURA 5. Número cíclico.


    


    La figura 5 muestra por qué se dice que 142857 es cíclico: cuando se multiplica por uno cualquiera de los seis primeros números, podemos utilizar esa misma figura para calcular el resultado, ya que esos productos consisten en las mismas cifras, dispuestas en el mismo orden pero empezando a leer por un dígito diferente cada vez. Esta propiedad matemática ha servido para que bastantes ilusionistas profesionales hayan desarrollado en sus espectáculos juegos de magia basados en ella, utilizando diferentes presentaciones, que fundamentalmente consisten en escribir el número en una cinta. Personalmente, me gusta mucho la presentación descrita por Martin Gardner (Gardner, 1983), en la que se escribe el número en una hoja (alargada) de papel, se pegan los extremos y se introduce en un sobre, tal como se describe en la figura 6 (debemos pegar el papel por las zonas sombreadas en el dibujo). En el sobre puede escribirse la palabra «predicción» y dejarlo en algún lugar del escenario al comienzo del espectáculo. Una vez comenzado el juego, no deberíamos acercarnos al sobre hasta el final. Podemos pedir ayuda a un espectador para que escriba el número 142857 (no entraremos en el método para conseguir llegar a este número: lo más simple es decir que corresponde al número de teléfono de un famoso matemago y que éste lo eligió por sus propiedades mágicas). Luego, podemos pedirle que lance un dado y multiplique el número 142857 por el obtenido en el lanzamiento. Al mago sólo le queda abrir el sobre cortando por el lugar adecuado para mostrar que el resultado coincide con su predicción. Para poder abrir el sobre sin cortar ambos lados de la cinta de papel, hay que tener un poco de cuidado y meter la punta de las tijeras entre los dos lados del papel. Como el último dígito del producto de 142857 por un número n es el mismo que el del resultado de multiplicar 7 por n, podemos saber el lugar por el que hay que cortar el sobre: si en el dado sale 2, 3, 4 o 5 debemos cortar por C, B, E o F, respectivamente (teniendo cuidado de cortar sólo el lado adecuado del sobre y un lado de la cinta). Si el resultado del lanzamiento es 1 o 6, debemos cortar (todo: ambas caras del sobre y los dos lados de la cinta) por A o D.
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    FIGURA 6. Predicción.


    


    Jugando sin saltarnos las normas


    


    Ya que estamos dedicando este primer capítulo a los números, me referiré a otro hecho que puede parecernos mágico, aunque en realidad no lo es. Las matemáticas se construyen sobre unos cimientos lógicos, en los que no puede haber posibilidad de fallo. Para ello se establece una serie de axiomas que funcionan como «reglas del juego», que permiten el desarrollo de la teoría. En particular, la axiomática de los números permite realizar operaciones y comparar magnitudes. Todo lo que obtengamos debería estar sólidamente fundamentado, aunque el ejemplo próximo nos haga dudar de ello.


    Tomemos dos números a y b. Supongamos que a > b. Se deduce que existe un número c positivo tal que a = b + c. Hasta aquí no hay ningún problema. Partiendo de esa igualdad, vamos a hacer una serie de manipulaciones (una parte importante de la magia es la manipulación, aunque no la manipulación matemática):


    


    
      
        	

        	c = a – b
      


      
        	Multiplicamos ambos miembros por (a – b):

        	c (a – b ) = (a – b)2
      


      
        	Desarrollamos la expresión:

        	ac – cb = a2 + b2 – 2ab
      


      
        	Cambiamos de miembro algunos términos:

        	ab – b2 – bc = a2 – ab – ac
      


      
        	Sacamos factor común:

        	b (a – b – c) = a (a – b – c)
      


      
        	Simplificamos:

        	b = a
      

    


    


    ¿También tenemos magia en esta demostración? ¿Se habrá colado algún duende que quiere hacer que se derrumbe el edificio matemático? Si encontrásemos una proposición contradictoria, se derrumbaría el edificio de las matemáticas, ya que no estaría construido sobre unas bases tan sólidas como pensamos que son. Si todavía no se ha encontrado esa proposición contradictoria, tendremos que pensar en qué es lo que ha ocurrido en lo que acabamos de exponer. No es difícil pensar que, si llegamos a una contradicción, es que hemos hecho algo sin seguir las reglas y procurando que el lector no se percatase de ello (sí, como hacen los magos dedicados a la manipulación). ¿Puedes buscar en qué paso hemos hecho la trampa? Por si acaso la respuesta es negativa, revelaremos lo ocurrido: en el penúltimo paso hemos dividido por (a-b-c) y ese número es cero. La división por cero es una operación no permitida, ya que los axiomas que funcionan como reglas del juego sólo nos permiten dividir por números diferentes de cero (si estuviera permitido dividir por cero, llegaríamos a resultados extraños como el que se acaba de exponer).


    Vamos a volver al juego que nos servía para introducir el capítulo. Cuando multiplicamos 12345679 por 9, el resultado es 111111111, con lo que cuando se multiplica nuevamente ese número por cualquier dígito x, el resultado que obtendríamos en la multiplicación sería una repetición de x. En el juego pedíamos multiplicar primero el número pensado x por 9 y después ese producto por 12345679. Nosotros utilizábamos las propiedades asociativa y conmutativa del producto de números.

  


  
    


    2.


    


    Pares o nones

  


  
    


    Piensa un número del 1 al 15, el que quieras. Suma los números que encabezan cada una de las listas en las que aparece el número pensado. ¿Era familiar el resultado?


    


    [image: ]


    


    
      El número 2 representa la díada, esto es, todo lo que afecta al ser humano que puede ser expresado en forma dual. Representa la imperfección y también se utilizaba por los pitagóricos como el símbolo de la mujer y de lo tenebroso. Dedicaremos este capítulo a juegos basados en principios de paridad y en el sistema binario de numeración.

    


    


    La perfección del número 2


    


    Muchas veces jugamos a pares o nones o tiramos una moneda para ver si sale cara o cruz sin reparar en la importancia que tiene el hecho de que un número sea par o impar, aunque la paridad tiene mucha influencia en nuestra vida cotidiana: en un partido de fútbol, un empate implica que se ha metido un número par de goles (contabilizando los encajados por ambos equipos) y hay que buscar un desempate, que necesariamente está asociado a un número impar. Cuando vamos a desayunar, si no tenemos demasiada hambre y pedimos una ración de churros para compartir entre dos, es un problema que el número que compone la ración sea impar: hay que acabar partiendo un churro (y... ¿por qué será que las raciones constan casi siempre de 3 o 5 churros?).


    Para los pitagóricos el dos era un número imperfecto porque no resulta posible construir una figura con dos líneas o dos puntos. Para el geómetra ésa podía ser una razón de peso en su tiempo, pero hoy estamos utilizando constantemente el número 2 y el sistema de numeración binario sin que nos parezca demasiado imperfecto. Mientras escribo este texto estoy delante de un ordenador que lleva un microprocesador y circuitos en su interior. El procesador trabaja en sistema binario (se llama así porque en él se utilizan solamente dos dígitos: el 0 y el 1); podemos pensar en él como en muchísimos circuitos eléctricos conectados, de forma que si pasa corriente por uno de ellos, ese circuito estará representando al número 1, mientras que si no hay paso de corriente, estaremos refiriéndonos al 0. De ese modo, un número formado únicamente por ceros y por unos puede representarse atendiendo al estado de una serie de circuitos eléctricos. El sistema binario está presente en casi todos los aparatos tecnológicos que utilizamos: las comunicaciones por teléfono móvil son comunicaciones digitales, la televisión por satélite (o la nueva televisión digital terrestre) son sistemas digitales en los que el sistema binario es fundamental, por no hablar de internet: el ADSL y la fibra óptica han cambiado nuestra vida diaria y también tienen su fundamento en el sistema binario. Todos estos artilugios funcionan de una forma más o menos sencilla: lo que reciben es una cadena de ceros y unos, que debe ser después convenientemente descodificada para que obtengamos lo que «estamos esperando». En el caso de un teléfono, nuestra voz se convierte en una cadena numérica (ahí aparece la magia nuevamente) por medio de un algoritmo, se transmite esa cadena por medio de ondas y al llegar al receptor se aplica el algoritmo inverso. Ese mismo fundamento es el que utiliza la televisión. La televisión ahora se ve o no se ve, pero no puede verse borrosa como ocurría cuando se recibía una señal analógica: si se ha transmitido correctamente la cadena de ceros y unos, el receptor va a poder descodificarla, obteniendo una imagen fiel a la original, pero si, por el contrario, ha habido problemas en la recepción (debidos, por ejemplo, a una mala orientación de la antena), el receptor no sabe cuál era la secuencia de ceros y unos original, y no es capaz de recomponer la imagen. Esa es la razón por la que la imagen aparece pixelada cuando no hay buena recepción.


    En las comunicaciones no es en el único lugar donde aparece el sistema binario: ahora la música y la fotografía son también digitales, y una foto (de las que podemos ver en el ordenador) es una cadena numérica que indica el estado de cada píxel de la pantalla (el número asociado a ese píxel indica el color con el que debe ser iluminado, ya que los colores también se codifican por medio de las intensidades de rojo, verde y azul). Si Pitágoras pudiera ver todo el juego que ha dado el número 2, probablemente dejaría de considerar que era el símbolo de lo imperfecto.


    


    [image: ] La cara y la cruz de una moneda


    


    Veamos la importancia de la paridad en un juego sencillo. Para este juego necesitaremos monedas, que pueden ser normales o de esas monedas gigantes de chocolate (si queremos tener contento al público, podemos regalarles al final las monedas).
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    FIGURA 7. Cara y cruz de la moneda holandesa de 20 céntimos de euro.


    


    1. Comenzaremos utilizando cuatro monedas dispuestas de modo que en dos de ellas se vea la cara y en las otras dos la cruz (si es que en las monedas de euro somos capaces de distinguir qué es la cara y qué es la cruz; asumiremos que la cruz es donde aparece el valor de la moneda y el mapa de la zona euro, y la cara es el diseño que varía dependiendo del valor y el país de emisión).


    2. Cierra los ojos y haz cinco volteos, sin saber qué monedas estás girando. Como has comenzado con sólo cuatro monedas, alguna de ellas la voltearás más de una vez.


    3. Elige, al tacto, una de ellas y tápala, de forma que no veas si muestra la cara o la cruz.


    4. Abre los ojos. Observa la disposición de las que están visibles. Si las tres presentan el mismo lado (pensemos que ves tres caras), entonces la que has tapado presenta el lado contrario (sería una cruz). Si tienes a la vista tanto caras como cruces (e.g., dos caras y una cruz), la moneda oculta muestra el lado que más veces estás viendo (en nuestro ejemplo, una cara).


    5. Levanta tu mano y sorpréndete.


    


    El fundamento de este juego reside en la paridad. Al inicio, la diferencia entre el número de caras y de cruces era cero: había dos de cada tipo. A pesar de no considerarse al cero un número par (hablaremos de este número más adelante), goza de muchas propiedades de los números pares y eso se aprovecha en este juego. En nuestra disposición inicial de las monedas, el número de las que estaban cara arriba era par y cada vez que damos la vuelta a una moneda cambia esa paridad. En efecto, fijémonos sólo en el primer paso:


    


    • Si volteamos una moneda que mostraba la cara, nos van a quedar una cara y tres cruces (las dos que había más la que acabamos de girar).


    • Si volteamos una moneda que estaba mostrando una cruz, el resultado es que tendremos tres caras y una cruz.


    


    Debemos observar que, aunque en cada uno de los dos casos hay números diferentes de caras y de cruces, lo que sí tienen en común es la paridad de esos números: partiendo de un número par de monedas dispuestas «de cara» y volteando una moneda, llegamos siempre a un número impar de monedas mostrando la cara. Si volteamos ahora una nueva moneda (o la misma, da igual cuál sea la moneda que se voltea), vamos a obtener un número par (o nulo) de caras. Esto ocurre en cada cambio, por lo que al voltear cinco monedas habremos invertido la paridad original y debe haber un número impar de monedas mostrando la cara. Como todo este proceso lo hemos hecho con los ojos cerrados y hemos tapado una moneda, no podemos saber qué es lo que muestra, pero se puede deducir viendo el número de caras que muestran las demás. Si lo que se ve es un número par de caras, la que tenemos tapada ha de mostrar una cara, puesto que tras cinco volteos el número de caras mostradas ha de ser impar.


    


    Más monedas


    


    Llegamos a la generalización de lo que acabamos de hacer. ¿Era necesario hacerlo con cuatro monedas? ¿Importa que sean cinco las que giremos o podemos voltear las monedas que queramos? Este tipo de preguntas son las que se hace el matemático cuando acaba de hacer una prueba, y son similares a las que debería hacer un estudiante tras resolver un problema: qué es lo que he obtenido en la resolución y para qué me puede servir.


    El juego de volteo de monedas que hemos visto es un juego clásico que, además de para enseñar algo de matemáticas, puede servir para presentarlo como un juego de magia. Es claro que el número inicial de monedas no es importante. Lo único que debemos hacer es recordar la paridad del número inicial de caras. Tampoco es importante que se giren cinco monedas, pero sí que es fundamental conocer el número de vueltas que se han dado. La presentación habitual de este efecto suele hacerse con la ayuda de un espectador. El mago se vuelve de espaldas al público y pide al espectador que voltee tantas monedas como quiera, o una misma moneda varias veces, diciendo «vuelta» cada vez que gire una de las monedas. De este modo, el mago puede llevar secretamente la cuenta de los volteos y saber así si es un número par o impar. El mago le dice que cuando ya no quiera voltear más, tape una de las monedas con su mano y diga «alto». En ese momento el mago vuelve a ponerse de cara al público y adivina la posición de la moneda tapada por el espectador. ¿Cómo? Del mismo modo que antes: estudiando la paridad del número de caras visibles y teniendo en cuenta cuál debe ser la paridad del número total de caras. En aras de una buena representación, es conveniente que no se note que descaradamente se miran las monedas. Para el matemático no hay problema en hacerlo así: lo estamos explicando, pero para la representación mágica sería un desastre.


    El juego admite aún una generalización más: desarrollaremos un juego y una adivinación más difícil todavía, siendo ayudados por dos espectadores en lugar de sólo por uno. Siempre que el primero de ellos voltee una moneda, el segundo espectador volteará también una moneda. Este juego es «el más difícil todavía», porque se hace con más espectadores y, además, no van a decir «vuelta» en cada cambio. Aun así, cuando se hayan cansado de girar monedas, el primer espectador tapará una. El mago será capaz de adivinar si está mostrando su cara o está mostrando su cruz.


    Bien, que este juego sea «el más difícil todavía» es falso, como probablemente haya visto el lector. Estamos utilizando dos personas y cada una de ellas da la vuelta a una moneda. Eso implica que siempre la paridad del número de caras es la misma, con lo que no hace falta seguir la cuenta de cuántas veces se giran las monedas. El final del juego es ya conocido: como se sabe que el número final de caras tiene la misma paridad del inicial, basta ver cuántas monedas están de cara para deducir la orientación de la oculta.


    


    [image: ] Un cuadrado mágico


    


    Un pasatiempo habitual consiste en situar los números del 1 al 9 de modo que la suma de los números en cada fila, columna y diagonal sea 15. Ésa es la denominada «constante mágica» del cuadrado. Los lectores interesados pueden intentar formar un cuadrado mágico clásico —en el capítulo 5 podrán profundizar un poco más en los cuadrados mágicos—, pero el cuadrado que vamos a construir aquí es mágico por otros motivos.
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    FIGURA 8. Disposición inicial de las cartas.


    


    Dibujaremos en un papel los números del 1 al 9 en una cuadrícula 3 x 3 en el orden habitual. Si tenemos una baraja a mano, también podemos utilizar cartas, puesto que su uso nos simplificará la tarea que vamos a hacer.


    Sitúate sobre una carta. En el momento en el que estoy escribiendo este libro es imposible que sepa sobre qué carta te vas a colocar (bueno, si quisiese mostrar poderes sobrenaturales, utilizaría una charla diferente: diría que sabía cuál iba a ser tu elección). Fíjate en que, aunque vaya pidiendo en cada movimiento que quites cartas (o que taches números si lo estás haciendo en una hoja de papel), siempre va a ser posible efectuar los movimientos que te indique. Cada movimiento se hará en horizontal o en vertical, pero nunca en diagonal. Si quieres, al moverte puedes pasar por una carta por la que ya hayas pasado. La elección es totalmente libre.


    


    1. Muévete tantas veces como indica el valor de la carta sobre la que te has situado.


    2. Retira el 1.


    3. Muévete 3 veces.


    4. Retira el 2 y el 4.


    5. No sé dónde estás. Muévete 5 veces.


    6. Apuesto a que puedes retirar el 7 y el 9.


    7. Ya que has retirado el 7, muévete 7 veces y retira ahora el 8.


    8. Ni sé sobre qué carta te encuentras ni sé cómo te llamas. Muévete tantas veces como letras tiene tu nombre.


    9. Has llegado a una carta que desconozco. Para complicarlo más, muévete tantas veces como indica el valor de esa carta.


    10. Finalmente, te has situado sobre el 6. Retira el 3 y el 5 y dame la enhorabuena.


    


    ¿Por qué has llegado al número 6 si te habías colocado donde querías? ¿Y cómo es que nunca llegabas a situarte sobre las cartas que íbamos a retirar? Ahí interviene otra vez la paridad. Analicemos desde el principio lo que hemos hecho: si nos situamos sobre una carta impar y nos movemos una vez, llegamos a una carta par. Del mismo modo, si estamos sobre una carta par y nos movemos una vez, llegamos a una impar. En el primer movimiento se nos dice que avancemos tantos lugares como indica la carta sobre la que estamos situados, lo que obliga a que terminemos sobre una carta par (si estábamos sobre par, hacemos un número par de movimientos, mientras que si estábamos sobre impar, nos moveremos un número impar, de veces); por esa razón podemos retirar el 1 sin problemas. Como a continuación mandamos que se hagan 3 movimientos, nos situaremos sobre una carta impar, con lo que podemos retirar el 2 y el 4. Al movernos ahora 5 veces, terminaremos sobre una carta par, y así es posible retirar el 7 y el 9. Moviéndonos 7 veces terminamos sobre una impar, con lo que tiene que ser el 3 o el 5 (para despistar, hemos dicho que no sabía sobre cuál estabas). La inclusión del movimiento según el número de letras del nombre no sirve para nada más que para introducir pistas falsas y para desconcertar al lector (al menos ésa era nuestra intención), ya que, como vamos a mandar efectuar tantos movimientos como indique el valor de la carta sobre la que estemos situados, vamos a llegar a la fuerza a una carta par, que no puede ser otra sino el 6.


    A lo mejor ha pasado desapercibido para el lector, pero en la figura 8 hemos utilizado cartas rojas para representar los números pares y cartas negras para los números impares. Hay muchos juegos de cartas, basados en conceptos de paridad, en los que la separación de la baraja de póquer en cartas rojas y negras es muy útil. Nos sorprendemos otra vez de que las ideas y los conceptos matemáticos aparezcan en actividades lúdicas, y poco a poco vamos viendo que las matemáticas no son ese monstruo temido por algunos.


    


    Grafos y paridad


    


    Pudiera ser que la imagen de la matemática que estoy dando en este libro fuese la de un juego o divertimento, sin ninguna importancia o utilidad práctica. Me he referido ya a la importancia de los números y a la importancia, en general, del conocimiento científico, pero ahora me voy a detener un poco más en una aplicación de la matemática en la que la paridad juega un papel muy importante: me refiero a la teoría de grafos. Pensando en el alcance y el planteamiento de este libro, no voy a entrar en profundidad en dicha teoría, pero, dado el carácter divulgativo del mismo, parece oportuno mencionar, al menos, alguna de las aplicaciones de una rama de la matemática que está en este momento en pleno desarrollo, aunque tuvo su origen en un pasatiempo.


    Volviendo a los juegos y entretenimiento, vamos a recordar un juego clásico: el de dibujar una casita de un solo trazo (figura 9) sin pasar por encima de líneas ya recorridas.
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    FIGURA 9. Grafo para dibujar de un solo trazo.


    


    Aunque no recordemos la solución, si nos paramos a pensar un poco, la encontraremos. No ocurre así en otro ejemplo clásico, que fue además el que sirvió para originar la teoría de grafos, como es el de los puentes de Könisberg. El problema se plantea originalmente como un pasatiempo al que eran aficionados los ciudadanos de la ciudad que da nombre al problema: se proponían hacer un paseo alrededor de la ciudad, pasando por cada uno de los siete puentes existentes sobre el río Pregel, regresando al mismo punto de partida y sin pasar dos veces por un mismo puente.
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    FIGURA 10. Los puentes de Könisberg.


    


    Los lectores interesados pueden intentar buscar una solución, aunque no van a dar con ella (hay una prueba matemática rigurosa, a la que me referiré un poco más tarde, que nos muestra la imposibilidad de resolver el problema con las restricciones impuestas). La primera vez que me encontré el problema de los puentes de Könisberg fue cuando estudiaba EGB y me encargaba de los pasatiempos de la revista que hacíamos en el colegio. El profesor de matemáticas propuso que publicásemos el «juego del topo», ofreciendo un premio de 500 pesetas al que lo resolviese. No queríamos publicarlo, porque no teníamos dinero para dar el premio. El «juego del topo» no era otro que el problema de los puentes de Könisberg y nuestro profesor nos garantizaba que nadie daría con la solución correcta, con lo que no tendríamos que pagar el premio. Obviamente, no le creímos y el juego no se publicó. Una lástima, ya que tiempo más tarde descubrí por qué él llevaba razón. También comprendí por qué lo había llamado «juego del topo»: se estaba refiriendo a la topología, una rama de las matemáticas que se ocupa del estudio de las formas y relaciones prescindiendo de la rigidez de algunos axiomas de la geometría (a la topología se la conoce como la geometría de la hoja de goma).


    ¿Por qué es esto así? La respuesta la encontramos en una simple razón de paridad, ya que para que sea posible recorrer el grafo con las reglas del juego descritas, debería ocurrir que de cada vértice del mismo estuviese unido a un número par de caminos, tal como probó Leonhard Euler llevando el problema original a una representación esquemática (grafo), quitando así gracia al entretenimiento de intentar pasar por todos los puentes de Könisberg y pasando a la Historia también por ser el «padre de la teoría de grafos» (muchos descubrimientos matemáticos se deben a Euler, y volveremos a tener ocasión de encontrarnos con él en estas páginas). En efecto, cada vez que pasamos por un vértice, hay dos caminos implicados, que son: el que nos lleva al vértice y el que nos saca de él. Sólo se libran de esa obligatoriedad de tener un número par de caminos asociados dos vértices: aquel por el que empezamos a recorrer el grafo y el vértice final al que llegamos. En la figura 9 vemos que debemos empezar el recorrido por el vértice B o por el vértice C. En el grafo asociado al problema de los puentes de Könisberg (figura 11) hay más de dos vértices unidos a un número impar de caminos, con lo que no es posible recorrer el grafo con arreglo a las normas establecidas. Además, de acuerdo con las reglas del juego, debíamos empezar y terminar el recorrido en el mismo punto, con lo que a todos los vértices del grafo debería llegar un número par de caminos. Quizás resulte un poco complicado abstraer lo representado en la figura 10 para llegar a la figura 11, pero la tarea se facilita si tenemos en cuenta que cada línea se corresponde con un puente y que los vértices (o nodos) del grafo se corresponden con las diferentes zonas de la ciudad de Könisberg.
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    FIGURA 11. Grafo asociado al problema de los puentes.


    


    Todos estamos acostumbrados a ver grafos en contextos más generales: un plano de estaciones de metro, un mapa de Internet —donde los vértices son los concentradores y puntos de entrada de la red—, en problemas de planificación de recursos, el plano de las redes eléctrica o telefónica, en la representación necesaria para la toma de decisiones, e incluso en algún juego de magia.


    


    [image: ] Piensa un número…


    


    El juego que servía como introducción al capítulo era un juego en el que se podía adivinar un número entre el 1 y el 15 utilizando 4 listas con 8 números en cada una de ellas. Presentaré ahora una generalización de ese juego: vamos a adivinar un número no entre 1 y 15, sino entre 1 y 60; para ello utilizaremos las tablas representadas en la figura 12.


    


    1. Piensa un número del 1 al 60.


    2. Fíjate en las tablas de la figura 12 y anota en cuáles de ellas está el número que has pensado. Es importante que lo hagas correctamente: necesitamos precisión matemática para realizar la adivinación.


    3. Ahora tendremos en cuenta sólo las tablas en las que aparece el número pensado. Anota los números situados en el extremo superior izquierdo de cada una de esas tablas y súmalos.


    4. ¿Coincide la suma con el número pensado?
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    FIGURA 12. Tarjetas de adivinación.


    


    Para poder realizar el juego hemos recurrido a las matemáticas del sistema binario de numeración. El sistema binario también es un sistema posicional y utiliza sólo dos dígitos: el cero y el uno. Se basa en la descomposición de un número como suma de potencias de 2; por ejemplo:


    


    42 = 32 + 8 + 2


    = 25 + 23 + 21


    = 1 x 25 + 0 x 24 + 1 x 23 + 0 x 22 + 1 x 21 + 0 x 20


    


    De este modo, la representación en sistema binario del número 42 sería 101010.


    En la figura 13 aparecen las representaciones binarias de los números comprendidos entre el 0 y el 31. Esa representación en sistema binario nos da la pauta para elaborar las tarjetas de adivinación que se mostraba en la figura 12. Un número debe incluirse en la tarjeta 0 si en su representación binaria contiene un 1 en la columna correspondiente a la potencia 20 (columna 0). Se debe incluir en la tarjeta 1 si aparece un 1 en la columna correspondiente a 21 en la representación binaria del número. Se debe incluir en la tarjeta 4 si aparece un 1 en la columna correspondiente a 24. A título de ejemplo: la representación binaria del número 18 es 10010; esto quiere decir que 18 = 1 x 24 + 0 x 23 + 0 x 22 + 1 x 21 + 0 x 20, por lo que debe aparecer solamente en las tarjetas 4 y 1. Repasando la figura 12 vemos que, en efecto, esto es así. Si nos fijamos con un poco más de detalle en la construcción de dichas tarjetas, vemos que siempre los números que aparecen en la parte superior izquierda son potencias de 2. Así, en la tarjeta 0 aparece 1 (que es lo mismo que decir 20); en la tarjeta 1 aparece 2 = 21; en la tarjeta 2 aparece 4 = 22; en la tarjeta 3 vemos 8 = 23; en la tarjeta 4 está 16 = 24; y en la tarjeta 5 vemos que figura 32 = 25. Lo que hacemos al sumar esos números es recuperar el número pensado a partir de su descomposición como suma de potencias de dos (o, equivalentemente, a partir de su representación en sistema binario). El juego de tarjetas de adivinación comprendía números del 1 al 60. Por eso entra en escena la tarjeta 5: los números del 0 al 31 se pueden representar en sistema binario del modo que he indicado. Los números entre 32 y 63 se obtienen de los anteriores sumando 32, por lo que deben ser representados en la tarjeta 5.


    El juego numérico con el que se presentaba el capítulo es una versión simplificada de las tarjetas de adivinación: para números menores que 16 nos basta con 4 tarjetas, en las que los números clave son 1, 2, 4 y 8.
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    FIGURA 13. Representación binaria de los números menores que 32.


    


    [image: ] Ordenadores y tarjetas perforadas


    


    La mayoría de nosotros utiliza todos los días un ordenador. Estas páginas las estoy escribiendo con un ordenador, pudiendo de este modo ver cómo queda el texto una vez escrito, cambiar partes de texto de un lugar a otro, suprimir palabras y párrafos o guardarlos para utilizar en otro momento… Todo esto lo puedo hacer gracias a las matemáticas y al sistema binario, ya que los procesadores de los ordenadores es lo que realmente entienden. Ahora podemos utilizar un teclado, pero hace algunos años —tampoco tantos en comparación con otros hechos en la historia de las matemáticas— los ordenadores o «cerebros electrónicos» ocupaban una habitación, eran muy caros y poseían una potencia de cálculo muy inferior a la que hoy puede tener el móvil que llevamos en el bolsillo. El sistema de introducción de datos tampoco era cómodo: en lugar de un teclado, los programas se introducían mediante unas tarjetas perforadas. Cada tarjeta era una instrucción a la máquina y debía suministrarse cada una en el orden correspondiente. ¿Por qué se utilizaban tarjetas perforadas? Otra vez aparece la paridad: el hueco representaba un 0, mientras que la ausencia de hueco representaba un 1.


    La misma idea de tarjetas perforadas para el ordenador puede utilizarse en un juego de magia. El juego anterior puede generalizarse y adaptarse al uso de tarjetas perforadas; además nos permitirá entender un poco más el funcionamiento interior de un ordenador. El juego y las explicaciones que siguen se comprenderán mejor si el lector copia en un papel aparte las cinco fichas representadas en la figura 14 y corta los oportunos huecos para así tener sus propias tarjetas perforadas. Si prefiere no fabricarlas, tampoco es un problema: intentaremos que se pueda seguir la lectura.


    


    [image: ]


    


    FIGURA 14. Tarjetas perforadas de adivinación.


    


    A diferencia de las tarjetas de adivinación anteriores, en este caso, en cada una de las fichas están representados todos los números desde el 0 hasta el 31; la única diferencia es que el número puede estar en uno u otro lado de la cartulina. Vemos también que las cartulinas 1, 2, 3 y 4 están perforadas; éstas van a ser las tarjetas perforadas con las que nuestro ordenador personal va a llevar a buen término la magia de la adivinación:


    


    1. Piensa un número del 0 al 31.


    2. Toma la tarjeta 0 y busca en ella el número que has pensado. Déjala sobre la mesa con la cara impresa hacia arriba y de modo que el número elegido esté en la parte superior de la tarjeta.


    3. Ahora coge la tarjeta 1 y busca en ella el número pensado.


    4. Coge la tarjeta 1 de modo que el número elegido esté en su parte superior y deposítala sobre la tarjeta 0, pero de modo que no se vea la parte impresa.


    5. Haz lo mismo con la tarjeta 2: busca el número pensado, oriéntala de modo que éste se halle en la parte superior y la depositas sobre la tarjeta 1 con la parte impresa hacia abajo.


    6. Repite el proceso con las tarjetas 3 y 4.


    7. ¿Ves asomar un único número en la parte superior?


    


    El procedimiento que hemos seguido para elaborar las tarjetas es el mismo que el que seguíamos para elaborar las otras tarjetas de adivinación. Una de las colecciones de números que aparecen en cada una de esas tarjetas es siempre la misma que la que aparecía en la correspondiente tarjeta en la figura 12. Esos números son los que estarían asociados al 1 en la descomposición en sistema binario. Los que se pueden leer cuando giramos la tarjeta 180º serían los que tienen en esa posición en su descomposición en sistema binario un 0. La forma como se han construido los agujeros permite ver solamente los números que, al escribirlos en sistema binario, presentan en esa posición exactamente el mismo dígito que el número elegido.


    Al superponer unas cartulinas sobre otras, al final vemos sólo dos números (uno de ellos par y el otro impar) y el número pensado es el que se ve en la parte de arriba de la cartulina (el que se lee correctamente). El funcionamiento de este juego y estas tarjetas perforadas es análogo al que utilizaban los ordenadores antiguos: superponer unas tarjetas sobre otras. Por ejemplo, el número 28 se representa como 11100, queriendo esto decir que las dos primeras tarjetas deben estar en «posición 0» y las tres últimas, en «posición 1», para que así representen este número.


    Una diferencia fundamental entre el juego de tarjetas de adivinación con tarjetas perforadas y el primero que hemos presentado es el automatismo del juego: como todos los números están en todas las tarjetas, podríamos sustituir cada número por un símbolo (un dibujo, una foto de una persona, etc.) y el juego seguiría funcionando.


    No hace falta insistir en que cada número debe sustituirse siempre por el mismo símbolo y en todas las tarjetas. Al sustituir los números por dibujos, aparentemente las matemáticas desaparecen, pero la razón matemática del funcionamiento del juego sigue estando debajo del mismo, aunque no veamos nada matemático en él.


    Que el 2 represente la imperfección es algo que podemos discutir a Pitágoras. Sobre lo que no nos debería quedar ninguna duda es respecto a la magia intrínseca del sistema binario y de los números pares e impares.

  


  
    


    3.


    


    Papel, geometría, tijeras y magia

  


  
    


    Toma una hoja de papel blanco en vertical, dóblala por la mitad, poniendo la parte superior sobre la inferior. Pliega ahora la parte que ves a la derecha sobre la izquierda. Vuelve a repetir el proceso: plegando la parte superior sobre la inferior y la derecha sobre la izquierda. Corta la esquina superior derecha del paquete y despliega la hoja. ¿Has hecho aparecer una carta?
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      El número 3 representa la tríada, que combina la mónada con la díada. Representa la perfección y la armonía universal. La primera figura perfecta es el triángulo, formada por 3 lados y que tiene 3 vértices. El triángulo será el protagonista de este capítulo.

    


    


    Pitágoras y Houdini


    


    Todos hemos estudiado, algunos incluso sufrido, el teorema de Pitágoras, aunque ahora no recordemos cuál es su enunciado y probablemente nunca hayamos visto su demostración. Al enunciar este resultado fundamental, uno no llega a alcanzar a imaginar dónde pueden aparecer aplicaciones del mismo. Las matemáticas aparecen en los sitios menos pensados; por ejemplo, cuando nos referimos a un televisor de 24 pulgadas estamos indicando la medida de la diagonal de la pantalla (que, convertida al sistema métrico decimal, sería de aproximadamente 61 cm). Podríamos optar por medir directamente la diagonal o bien hacer una medida indirecta de la misma, evaluando las longitudes de los lados de la pantalla y aplicando el teorema de Pitágoras: la suma de los cuadrados de los catetos es igual al cuadrado de la hipotenusa.


    En nuestro afán de exponer algunas ideas matemáticas, vamos a pensar en ellas como si se tratase de un juego. Dibuja la figura siguiente en una hoja de papel o cartulina:
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    FIGURA 15. Suma de áreas de dos cuadrados.


    


    Nuestro «problema» consiste en recortar los triángulos sombreados (para obtener un tangram improvisado) y después colocar las tres piezas resultantes de modo que quede un cuadrado. Si somos capaces de hacerlo, casi habremos demostrado el teorema de Pitágoras: el lado del cuadrado que se obtiene coincide con la hipotenusa del triángulo sombreado que aparece en la figura y los lados de los cuadrados originales son, respectivamente, los catetos de los triángulos sombreados que hemos utilizado en el puzle. Si no has querido preparar y recortar el puzle, puedes ver en la figura 16.


    En matemáticas es fundamental el rigor, aunque no debemos confundir el rigor con la formalización excesiva. Las «mejores» demostraciones de resultados matemáticos —y las más apreciadas— suelen ser las que destacan por su sencillez y en este caso hemos podido demostrar el teorema de un modo sencillo. El método de «cortar y pegar» que hemos utilizado no sólo sirve para probar un importante teorema matemático, sino que también ha valido a ilusionistas profesionales para desarrollar juegos en los que la geometría desempeñaba un papel destacado. La persona que revolucionó el concepto de magia de cerca en el siglo XX, el canadiense Dai Vernon, conocido como «el Profesor», tenía como profesión la de caricaturista, y las caricaturas que hacía no eran dibujos en papel, sino siluetas recortadas. Dicha profesión era la que le proporcionaba un modo de ganarse la vida, mientras se dedicaba al estudio y transformación del ilusionismo. Harry Houdini, el conocido escapista, también estudió las posibilidades mágicas que ofrece el papel, tal como se plasma en su libro Paper Magic. Incluso el juego basado en la figura 15 aparece en la obra de Houdini presentado como un juego de magia (no deja de ser curioso y mágico que «el Gran Houdini» incluya en uno de sus libros algo equivalente a la demostración del teorema de Pitágoras). Esa demostración que he descrito, que pudiera parecer no rigurosa, admite una formalización que nos llevaría a una demostración del teorema de Pitágoras que ya era conocida en el siglo IX, apareciendo en trabajos de Thâbit Ibn-Qurra (826-901). Ibn-Qurra fundó una escuela de traductores que emprendió la traducción al árabe, en particular, de las obras de Euclides. Merece ser destacada una generalización del teorema de Pitágoras desarrollada por Ibn-Qurra para el caso de que tratemos con un triángulo no rectángulo. Ese resultado sería equivalente al que hoy conocemos como «teorema del coseno».
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    FIGURA 16. La suma de los cuadrados de los catetos es igual al cuadrado de la hipotenusa.


    


    El teorema anterior a Pitágoras


    


    El teorema de Pitágoras ya era conocido en Mesopotamia, al menos en algunos casos particulares. También se sabe que era conocido en la antigua China e incluso se ha sugerido que no fue Marco Polo el primer occidental que contactó con esta civilización, sino que pudo haber encuentros previos que transmitieran de Oriente a Occidente (o en sentido inverso, no lo sabemos) el teorema de Pitágoras en su caso general. Una de las demostraciones más antiguas de las que se tiene constancia escrita aparece en el Zhoubi suanjing, un texto que trata esencialmente sobre astronomía y que fue compilado entre los siglos I a. C. y I d. C. En este tratado se hace referencia a la regla gougu, que es el resultado al que estamos prestando especial atención. Las pruebas que utilizaban los geómetras chinos eran pruebas del tipo «cortar y pegar», como la que hemos hecho antes. Su método consistía en cortar partes de una figura para colocarlas posteriormente en una disposición diferente, de modo que la nueva figura resultante diera lugar a un problema más sencillo o a uno conocido. La prueba formal, utilizando axiomas geométricos, es en realidad muy parecida a la prueba pretecnológica que he descrito. Los cortes que se hacen en la prueba formal no son reales, sino figurados: se trasladan partes de las figuras de un lugar a otro, respetando siempre los axiomas. Al igual que cuando hablábamos de números y de qué está y qué no está permitido. Los axiomas en matemáticas son las reglas del juego. La versión general de esta demostración se encuentra en el Vija Ganita del matemático hindú Bhaskara (1114-1185), quien se destaca por ser el primero en afirmar (también en el Vija Ganita) que la división de un número entre cero es infinito, aunque todavía faltase mucho para llegar a tratar formal y correctamente con el infinito.


    Partiremos de cuatro copias del triángulo [image: ]BAD [image: ]KED, [image: ]IGK, [image: ]BHI y [image: ]DFB, que, adecuadamente solapados, forman exteriormente el cuadrado [image: ]BIKD e interiormente el cuadrado [image: ]EFHG. Por tanto, y siempre pensando en áreas, se tiene que


    


    [image: ]BIKD = 4[image: ]BAD + [image: ]EFGH


    


    Ahora, debemos tener en cuenta que 4[image: ]BAD = [image: ]DEKJ + [image: ]GIMK = ([image: ]DFLJ – [image: ]GHLK – [image: ]EFHG) + ([image: ]HIML + [image: ]GHLK). Consecuentemente, sustituyendo este valor en la expresión de arriba, obtenemos:


    


    [image: ]BIKD = [image: ]DFLJ + [image: ]HIML,


    


    que es, precisamente, lo que expresa el teorema de Pitágoras.
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    FIGURA 17. Una demostración china.


    


    [image: ] Aparición de área


    


    Una vez hechos los comentarios iniciales, es el momento de pasar a los juegos. Será necesario que nos hagamos con unas tijeras y que nos inspiremos en Dai Vernon al usarlas. Como en el resto del capítulo, también recurriremos a construcciones geométricas para nuestro juego de magia. Trabajaremos con un cuadrado de tamaño 8 x 8 (lo que implica que tiene un área de 64 unidades) y lo partiremos en cuatro trozos: dos triángulos rectángulos, con catetos de 3 y 8 unidades; y dos trapecios, con bases de 3 y 5 unidades, y altura de 5 unidades, del modo representado en la figura18.
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    FIGURA 18. Cuadrado inicial 8 x 8.


    


    Descrito el escenario, podemos pasar a la magia. Cortaremos y recolocaremos las cuatro piezas en las que habíamos dividido nuestro cuadrado mágico. Reordenaremos los triángulos y trapecios de modo que se muestren ahora según la disposición de la figura 19.


    Hemos llegado, agrupando las piezas del rompecabezas, a una figura con forma rectangular, y el rectángulo resultante tiene un tamaño 13 x 5, lo que implica un área de 65 unidades. ¿Cómo hemos obtenido ese aumento de área? ¡Apareció un cuadrado! (Ahí está el pequeño duende de la magia, que ha llevado un cuadrado más a la figura.)


    Pero la rutina mágica no termina ahí: reorganizaremos los cuatro elementos de acuerdo con una nueva configuración, siguiendo la pauta descrita en la figura 20, para ver que ahora la figura resultante tiene un área de 63 unidades. (En este momento resonarían los tambores y las trompetas. Nuestro juego habría concluido y esperaríamos recibir más aplausos del público.)
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    FIGURA 19. Aparición de una unidad de área.
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    FIGURA 20. Desaparición del área.


    


    [image: ] La geometría de Paul Curry


    


    Hemos terminado la primera de las sesiones de magia geométrica, que nos ha sabido a poco. Necesitamos un poco más y para ello recurriremos a una paradoja geométrica propuesta por Paul Curry, al que en algunos libros de ilusionismo se le reconoce como autor del mejor juego de cartomagia del siglo XX (el juego conocido entre los magos como «fuera de este mundo»). Gardner se refiere a Curry como uno de los más conocidos «magos de magos», aun cuando no se dedica profesionalmente a la magia. El secreto de «fuera de este mundo» queda como tal, excepto para los lectores aficionados a la magia, que podrán buscarlo en otros textos, aunque sí se puede comentar aquí que ese juego, uno de los más efectivos, utiliza un principio matemático; eso sí, conjugado con otras técnicas de las utilizadas habitualmente por los ilusionistas. Pues bien, aunque, como hemos dicho, dejamos «fuera de este mundo» fuera de este libro, sí podemos disfrutar aquí de los juegos geométricos de Curry. Estos juegos aparecen en multitud de referencias de matemática recreativa sin mencionar la figura de su creador, un mago reconocido por hacer magia no para el público, sino para otros magos.


    Para presentar el primero de los juegos geométricos partiremos de un rectángulo cortado en diferentes piezas, del modo representado en la figura 21.


    Invito al lector a que realmente construya la figura en papel, para que así pueda apreciar la potencia del juego. El lector en sentido estricto (lector, no constructor) tendrá que conformarse con los esquemas que presentaré. Reordenando las piezas recortadas de acuerdo con lo representado en la figura 22, hacemos que, mágicamente, aparezca un cuadrado más, el que aparece sombreado en dicha figura. ¡Abracadabra!
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    FIGURA 21. Disposición inicial del juego de Curry.
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    FIGURA 22. Disminución de área en el juego de Curry.


    


    La matemática subyacente a la aparición y desaparición


    


    Tras la descripción de estos juegos llegamos al momento en el que se rompe la magia y explicamos su fundamento matemático. Tanto el juego del aumento/disminución de área como el juego de Paul Curry se basan en la misma idea: en algún momento hay algo que damos por supuesto que no es correcto (ese tipo de razonamiento ya lo hemos utilizado para paradojas numéricas en el capítulo anterior). La demostración del teorema de Pitágoras cortando papel que hemos realizado al principio del capítulo no es una demostración formalmente válida, ya que podría ocurrir que todas las piezas encajaran debido a haber cortado mal la figura. Afortunadamente, podemos apelar a la razón para no tener que cortar el papel con las tijeras, sino sólo en nuestra mente y colocar de nuevo los triángulos en las posiciones adecuadas, mediante traslaciones. La figura geométrica obtenida al mover los dos triángulos rectángulos sombreados de la figura 15 y recolocarlos en el plano tiene los cuatro lados del mismo tamaño; y, además, el ángulo formado por dos lados contiguos de esa nueva figura es la suma de los dos ángulos agudos de uno cualquiera de los triángulos trasladados, esto es, 90 grados (recordemos que la suma de los ángulos de un triángulo es de 180 grados sexagesimales y que los triángulos que estamos considerando son triángulos rectángulos, uno de cuyos ángulos es recto y, por tanto, la suma de los otros dos equivale también a un ángulo recto); es decir, que lo que acabamos de obtener es un cuadrado.


    La demostración china utilizaba el mismo tipo de argumentos que los utilizados ahora: argumentos de tipo formal. Esas dos demostraciones son diferentes y han de exponerse en etapas educativas diferentes. La primera, del modo como la expusimos, puede ser comprendida por personas con escasos conocimientos de geometría y puede servir para introducirse en su estudio. La segunda demostración utiliza una técnica empleada muchas veces en matemáticas: la inclusión de elementos auxiliares, de los que no se habla en el enunciado del problema (recordemos que los cuatro triángulos rectángulos que aparecen en la figura 17 nos ayudan a hacer la prueba, pero no son mencionados en el teorema de Pitágoras).


    Para explicar el juego de aumento y disminución de área debemos hacer referencia a otro importante teorema clásico: el teorema de Thales (sí: el Divertimento matemático opus 48 de Johann Sebastian Mastropiero, referido por Les Luthiers). Se desconoce la fecha del nacimiento de Thales, pero se sabe que en el año 585 a. C. tenía unos cuarenta años. Se le considera como el primero de los siete sabios griegos y como el primer matemático auténtico. La magia de Thales pasa por haber sido capaz de medir la altura de las pirámides de Egipto observando las longitudes de sus sombras y utilizando el teorema que lleva su nombre. Aunque no seamos conscientes de ello, utilizamos los resultados de Thales cada vez que miramos un mapa de carreteras o cualquier representación hecha a escala. Su resultado nos permite medir indirectamente cada vez que utilizamos proporciones: los segmentos de los lados de un ángulo determinados por líneas paralelas son proporcionales. De este modo y utilizando la notación de la figura 23, tenemos que
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    FIGURA 23. Teorema de Thales.


    


    Analicemos ahora la figura 18. Aparecen dos triángulos rectángulos y dos trapecios. La medida de los catetos de los triángulos es de 3 y 8 unidades, respectivamente. La base mayor de los trapecios es de 5 unidades, al igual que la altura, mientras que la base menor tiene una longitud de 3 unidades. Cuando cambiamos de lugar estos cuatro elementos para llenar un rectángulo de tamaño 13 x 5, aparentemente aparece resaltada la diagonal del cuadrado, pero esa línea, en realidad, no es la diagonal, ya que aparecen dos diferentes inclinaciones en su trazado: el segmento AB tiene una inclinación distinta del segmento BC, aunque sea imperceptible a la vista. El teorema de Thales nos indica que, de ser AC en realidad un segmento rectilíneo, se tendría que
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    y eso no es así, ya que AF = 2; FB = 5; BD = 3; DC = 8; y [image: ] (para los amantes de los números decimales recordaremos que [image: ] = 0,40, y que [image: ] = 0,375, algo que nuestro ojo no puede detectar a la escala a la que hemos dibujado). Con eso hemos conseguido una cierta «holgura» sobre el segmento AB, que es la que nos produce el aumento de una unidad de área.


    En el problema de desaparición de área ocurre algo similar, pero ahora a favor del exterior. En la figura 20, la línea transversal que aparece (formada por las hipotenusas de los triángulos rectángulos superpuestas) pasa en algún momento por el exterior de la figura, con lo que estamos escamoteando parte de la superficie que debíamos utilizar en nuestro rompecabezas.


    


    Generalización del problema y cambio de figuras


    


    Si queremos desentrañar cuál era el misterio de la disminución del elemento de área entre las figuras 21 y 22 (y con ello quitar la magia al problema), tenemos que pensar en la convexidad del «triángulo» A en la figura 21 y la concavidad del mismo elemento en la figura 22, que hace que pueda situarse el triángulo sombreado. La superficie de ese cuadrado se distribuye en la primera de las figuras a lo largo de la «hipotenusa» de A. Ponemos entre comillas estas palabras porque A no es un triángulo, aunque lo parezca; recordemos que aparecen dos diferentes inclinaciones: la proporcionada por la hipotenusa de B y la de la hipotenusa de C. Martin Gardner adaptó esta idea de Paul Curry observando que el triángulo A no desempeña ningún papel en el juego (una vez más aparece una constante en el pensamiento matemático: partir de lo ya conocido para llegar a algo más simple), por lo que dio el primer paso para adaptar el juego a uno con triángulos en vez de con rectángulos. Y tras la simplificación, una nueva generalización: una vez que se ha adaptado para triángulos rectángulos, utilizando simetría, es posible plantear un juego general para triángulos isósceles. Los triángulos representados en la figura 24 están formados por las mismas piezas y tienen iguales dimensiones, pero, sorprendentemente, el de la derecha tiene un área mayor en dos unidades que el de la izquierda. ¿Por qué ocurre esto? No voy a detallar la razón, pero comentaré que se debe buscar de nuevo una pequeña convexidad en los lados del triángulo de la derecha y una concavidad en el de la izquierda (repasando de nuevo el teorema de Thales), suficiente para disponer una unidad de área a lo largo del lado del triángulo.
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    FIGURA 24. Triángulos de Curry.


    


    Estadistas geómetras


    


    El teorema de Pitágoras ha fascinado a muchas personalidades, en todos los tiempos. Muestra de ello es la existencia de libros que recopilan demostraciones de este teorema (Loomis, 1940) o las múltiples referencias a las mismas que pueden encontrarse en Internet. Entre los personajes ilustres y conocidos por otros hechos hallamos a Leonardo da Vinci, cuya demostración del teorema no voy a reflejar en este capítulo, puesto que hablaré de su relación con la magia un poco más adelante. Lo que puede parecer sorprendente es que haya incluso una demostración elaborada por un presidente de los Estados Unidos de América: J. A. Garfield (no, no tiene nada que ver con el gato), quien obtuvo una demostración original del teorema, basándose en una figura y dos formas diferentes de calcular el área de un trapecio.
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    FIGURA 25. Demostración de Garfield.


    


    El área del trapecio se puede calcular multiplicando la semisuma de las longitudes de las bases por la altura. Entonces el área del trapecio de la figura 25 es [image: ]. Por otra parte, el área del trapecio coincide con la suma de las áreas de los tres triángulos rectángulos en los que aparece descompuesto: 2bc + a2. Igualando ambas expresiones y simplificando:


    


    [image: ]


    [image: ]


    


    Cancelando el término 2bc a ambos lados de la igualdad, llegamos al enunciado del teorema de Pitágoras.


    Otro ejemplo de gran personaje, jefe de Estado, interesado por las matemáticas fue Napoleón Bonaparte. Hay un resultado conocido como «teorema de Napoleón» al que vamos a llegar como si se tratase de un juego. No obstante, debemos recordar que el centro de gravedad de un triángulo es el punto de corte de las bisectrices de sus ángulos. En el caso de los triángulos equiláteros coinciden el baricentro, el incentro y el circuncentro en un único punto, situado sobre cada altura, distando 1/3 de ésta a la base y 2/3 al vértice opuesto.


    


    1. Dibuja un triángulo (de cualquier tipo, no necesariamente rectángulo).


    2. Sobre cada lado construye, utilizando regla y compás, un triángulo equilátero.


    3. Localiza el baricentro de cada uno de esos tres triángulos equiláteros.


    4. Dibuja el triángulo cuyos vértices son los baricentros determinados en el paso anterior. ¿Qué ha resultado?
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    FIGURA 26. Teorema de Napoleón.


    


    La magia de la geometría vuelve a aparecer y a sorprendernos: la figura resultante tras el proceso anterior resulta ser un triángulo equilátero, independientemente de cómo construyamos el triángulo inicial. El interés por Napoleón en la matemática aparece documentado; él pronunció la frase: «El progreso y el perfeccionamiento de la matemática están íntimamente ligados a la prosperidad del Estado», que nos recuerda las ideas pitagóricas sobre la sociedad. Como ocurría con el teorema de Pitágoras, tampoco se sabe si este resultado es original de Napoleón, y existen numerosas pruebas de esta proposición. Podemos observar un cierto paralelismo entre los teoremas de Napoleón y Pitágoras, ya que construimos polígonos regulares sobre los lados de un triángulo; no es un hecho aislado: hay más resultados geométricos en los que se construyen polígonos regulares sobre los lados de otros polígonos, resultando propiedades sorprendentes (mágicas, como dirían algunos).


    


    [image: ] Origami mágico


    


    Terminaremos como empezamos: cortando papel. Con unas tijeras y doblando papel podemos estudiar geometría y hacer magia o siluetas de papel. Cada vez que doblamos un papel y cortamos, el corte resultante es simétrico respecto del eje que representa el pliegue del papel. Eso es lo que nos ha ayudado a representar el 4 de diamantes con un único corte en una hoja doblada. Hemos representado una carta, pero también podemos representar, mediante cortes y dobleces, los puntos de un dado. Doblemos, según indica la figura 27, un cuadrado de papel.
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    FIGURA 27. Forma de plegar la hoja.


    


    Ahora, dependiendo de los puntos de un dado que queramos que aparezcan, debemos cortar de un modo diferente: para representar un 1 hay que cortar por las esquinas A y C, tal como se indica en la figura 28. Cortando por A, B y C obtendremos un 5, mientras que si cortamos sólo por A y B, lo que obtenemos es un 4. Para hacer aparecer un 2, un 3 o un 6 no nos sirve ese esquema de plegado: debemos quedarnos en el paso tercero de los representados en la figura 27 y desde ahí plegar la hoja en forma diferente.


    El auténtico final de este capítulo es un homenaje a los pitagóricos, que eran conocidos por utilizar como símbolo la estrella de cinco puntas: el pentagrama místico. Tomaremos para ello una hoja de papel y la plegaremos atendiendo a las instrucciones de la figura 29, en la que se nos indica el modo de doblar la hoja para que, con un solo corte, consigamos el pentagrama. Debemos coger una hoja rectangular, ponerla de modo apaisado y doblar la parte de la izquierda sobre la parte de la derecha. A continuación, situaremos el extremo inferior izquierdo de la hoja C sobre el punto medio del lado superior E y doblaremos el papel, llegando así al tercer esquema de la figura. En esta situación, plegaremos el trozo de papel en el que está el vértice A sobre el lado FG, marcaremos el doblez y lo volveremos a desplegar. Ahora situaremos el doblez FG sobre el lado FE. Para que no se nos deshaga, debemos doblar fuertemente el papel ahí. Finalmente, plegaremos por donde habíamos marcado previamente, de modo que el lado quede sobre la base del triángulo que se ha formado. Para obtener la estrella basta con cortar por la línea de puntos que aparece en el último esquema de la figura y desplegar el papel. ¡Magia!
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    FIGURA 28. Obtención de los puntos de un dado.
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    FIGURA 29. El pentagrama místico.

  


  
    


    4.


    


    Picas, corazones, tréboles y diamantes

  


  
    


    Coge una baraja y retira 21 cartas cualesquiera; va a ser con ellas con las que haremos el juego y nos olvidaremos del resto del mazo. Mezcla esas 21 cartas y coge una de ellas; recuérdala. Vuelve a ponerla con las demás y mézclalas de nuevo. Reparte ahora las cartas, cara arriba, en tres montones, fijándote en qué montón está la carta elegida. Coge el montón en el que se encuentra la carta elegida, sitúalo en el centro de los otros dos y repite la operación: reparte otra vez, cara arriba, en tres montones, fijándote en cuál de ellos está la carta elegida. Haz esa operación una última vez: reparte en tres montones las 21 cartas fijándote en dónde se encuentra la carta elegida y situando ese montón en el medio de los otros. Pon ahora las 21 cartas dorso arriba y desecha las 10 superiores. La carta que ocupa ahora la posición superior del paquete (en realidad, la número 11) es la que habías elegido al principio, ¿no?


    


    
      El 4 es el primer número cuadrado. Además, 4 son los elementos: aire, tierra, fuego y agua; 4, las fases de la luna; 4 son las estaciones del año o los puntos cardinales. También la matemática, para los pitagóricos, estaba dividida en cuatro partes: aritmética, música, geometría y astronomía.

    


    


    Matemáticos, cartas y juego


    


    La relación de los matemáticos con las cartas y con el juego es muy curiosa. También lo es la relación de los matemáticos con la magia. Martin Gardner es un autor contemporáneo que ha escrito mucho sobre juegos de magia matemática y cita el libro de Claude Gaspar Bachet titulado Problèmes plaisants et délectables como el primer libro en el que un matemático se refiere a un juego de magia con cartas. Posteriormente se han descubierto referencias anteriores e importantes. Roberto Giobbi se refiere en su Gran Escuela Cartomágica a Vanni Bossi y su descubrimiento de la descripción de un juego de adivinación de una carta en el manuscrito De Viribus Quantitatis, cuyos autores eran Luca Pacioli y Leonardo da Vinci. El libro de Bachet tampoco es el primer libro impreso en el que aparece un juego de magia: si consideramos textos impresos, el primero donde hallamos un juego de cartomagia está escrito por otro gran matemático, Girolamo Cardano, y es De Subtilitate. Todo parece casual, pero, al establecerse los pilares de nuestro conocimiento científico, muchos de los grandes pensadores se han preocupado de ambos factores: la ciencia y el juego, aunándolos siempre que fuera posible. La Historia no ha tratado bien en este sentido a Pacioli y a Cardano (son reconocidos por muchas otras cosas, pero no por ésta), ya que los autores de juegos matemáticos, como Van Etten, Ozanam, Guyot o Decremps, citan como fuente original el libro de Bachet de 1612, olvidando los de Pacioli (no se conoce con exactitud la fecha del manuscrito, pero se piensa que se preparó entre 1496 y 1508) y de Cardano (1550).


    Los libros de Pacioli y Da Vinci, y Cardano, si no son los primeros libros en los que se describen juegos de cartas, no pueden estar muy lejos de serlo: los primeros testimonios europeos en los que se citan los naipes son de finales del siglo XIV, siendo probable que las cartas se introdujeran en Europa a través de España e Italia, debido a la influencia árabe. El misticismo de las matemáticas al que me he referido anteriormente se traduce ahora al misticismo y simbología de las cartas. Los palos de la baraja española (oros, copas, espadas y bastos) simbolizan los poderes de la sociedad española del siglo XIV: el oro representa el dinero; las copas son símbolo de la Iglesia; las espadas se refieren a la nobleza; y los bastos, al poder político. Esos cuatro palos evolucionaron posteriormente a los de diamantes, corazones, picas y tréboles, utilizados en la baraja francesa.


    Luca Pacioli ha pasado a la historia de las matemáticas por ser el autor del primer libro de álgebra impreso: la Summa de arithmetica, geometrica, proportioni et proportionalita, de 1494. A Pacioli se le considera el padre de la moderna contabilidad de doble entrada. También es autor de De divina proportione, obra en la que, entre otros temas, se estudia la razón áurea y cuyas ilustraciones se atribuyen a Leonardo da Vinci. De todos es conocida la gran actividad de Leonardo en muchos campos, por lo que ha pasado a ser el prototipo del hombre renacentista, pero sus aportaciones matemáticas consistieron fundamentalmente en aplicaciones de sus conocimientos de esta ciencia a la técnica y al arte. Parece increíble que entre los muchos trabajos de Leonardo también estuviera, esta vez realizado junto a Pacioli, el primer texto donde aparece descrito un truco de magia. Cardano, dedicado a múltiples asuntos como buen representante del hombre del Renacimiento, era un jugador, que estableció las bases de la teoría de la probabilidad antes que Fermat y el Caballero de Mère, aunque no haya sido reconocido por ello, y que, sin embargo, ha pasado a la Historia por «su» fórmula para la resolución de la ecuación de tercer grado, de la que no era el autor. Con todos ellos volveremos a encontrarnos en el siguiente capítulo.


    La relación entre las matemáticas y la cartomagia no se reduce al principio de la existencia de los naipes. Durante el siglo XX se han descubierto numerosos principios matemáticos que pueden aplicarse a la magia hecha con cartas, desde juegos probabilísticos (que no siempre resultan, pero sí que un amplio número de veces son favorables al mago) hasta juegos deterministas, llamados por los magos juegos automáticos, en los que el ejecutor del juego, de lo único que debe preocuparse es de efectuar los pasos en el orden adecuado y de tratar de ilusionar al espectador con una adecuada presentación. Juan Tamariz (mago español que, además de hacer una magia muy divertida, es un estudioso de la historia de la magia, creador de muchos juegos basados en propiedades matemáticas y psicológicas, creador también de técnicas manuales de manipulación de barajas, maestro de muchos...) se refiere a estos juegos automáticos como muy buen ejercicio para el principiante, ya que, al no tener que preocuparse de las técnicas que debe utilizar, puede dedicarse a desarrollar más la presentación del juego: la charla que lo acompaña, la creación de un «ambiente mágico», la elección del momento de realización del juego...


    La teoría sobre mezclas en las cartas puede ayudar para presentar muchos conceptos matemáticos, acercándonos incluso a ideas bastante profundas que se escaparían a nuestra intención de exponer en este libro solamente matemáticas elementales. Un ejemplo determinante de que las ideas matemáticas subyacentes en las mezclas de cartas son muy poco triviales es que S. Brent Morris, matemático profesional y mago aficionado, hizo su tesis doctoral sobre este tema y posteriormente ha escrito un libro muy adecuado para quienes quieran profundizar en las matemáticas de las mezclas de cartas, tanto por lo amena que resulta su lectura como por el rigor matemático que posee (véase Morris, 1997). Otros magos «aficionados» que también se han preocupado por las mezclas de cartas han sido Persi Diaconis y Alex Elmsley. Diaconis es catedrático de Estadística en Stanford y llegó a las matemáticas después que a la magia: siendo él muy joven, dejó los estudios y estuvo viajando con Dai Vernon (al que ya nos hemos referido); posteriormente descubrió la magia de las matemáticas y es muy afortunado por poder conjugar esas dos pasiones. Junto con Ron Graham, del que hablaremos en un capítulo posterior, ha escrito el delicioso libro Magical mathematics. Elmsley no era matemático, sino informático, y descubrió una relación entre las mezclas perfectas (denominadas mezclas faro) y el sistema binario. También es creador de diferentes técnicas manuales utilizadas por los cartomagos profesionales; por ello no podemos referirnos a él como un simple «aficionado» (la palabra amateur sería más correcta, dado que nos estamos refiriendo a un no profesional pero de más nivel que muchos magos que se dedican profesionalmente al ilusionismo). En España, Ramón Rioboo es uno de estos grandes aficionados (profesionalmente se dedicaba a algo que no tenía nada que ver con la magia) que empezó en el ilusionismo siendo bastante mayor y que ha creado muchos efectos basados, directa o indirectamente, en propiedades matemáticas.


    El interés científico que se muestra por las matemáticas que aparecen en la cartomagia se pone de manifiesto consultando las bases de datos de publicaciones matemáticas: hay multitud de artículos y con enfoques diferentes, abarcando desde cuestiones aritméticas elementales hasta una «teoría de la complejidad» (bajo este punto de vista se puede probar, por ejemplo, que para tener una baraja totalmente desordenada es necesario mezclarla 7 veces).


    


    [image: ] El juego de las cuatro cartas


    


    En este cuarto capítulo vamos a realizar un juego con cuatro cartas. El juego que voy a presentar es un juego con sorpresa, porque no sabemos, a priori, qué es lo que va a resultar, cumpliendo con uno de los principios básicos del ilusionismo, que es no anunciar el efecto, consiguiendo así una mayor impresión cuando se produce la magia.


    Para este juego necesitamos solamente cuatro cartas o cuatro tarjetas de visita. En el caso de que utilices tarjetas de visita, firma una de ellas para distinguirla de las demás. En el juego haremos solamente dos tipos de movimientos (estamos en el capítulo que hemos dedicado al número 2): uno de los movimientos será cortar la baraja completando después el corte y el otro movimiento consistirá en dar la vuelta simultáneamente a las dos cartas superiores del paquete (contamos dos y damos la vuelta a esas dos cartas).


    


    1. Coge el paquete de cuatro cartas cara arriba. Elige una de ellas (en el caso de tarjetas de visita, utiliza la firmada) y sitúala en la parte superior del paquete (será la carta que se ve, ya que están todas cara arriba).


    2. Da la vuelta al paquete (tu carta elegida es ahora la carta inferior) y pasa la carta superior abajo del todo.


    3. Gira la primera carta del paquete, de modo que ella quede cara arriba y las demás, cara abajo (la situación actual se muestra en la figura 30).


    4. Comenzamos ya los movimientos: corta el paquete (por donde quieras).


    5. Da la vuelta a las dos cartas que han quedado en la parte superior del mazo.


    6. Pasa una carta de arriba abajo o, si lo prefieres, pásala de abajo arriba.


    7. Si quieres, pasa dos cartas de arriba abajo. Si no quieres, déjalo como está.


    8. Gira las dos cartas superiores, pero sólo si quieres. Si no quieres girar, corta el mazo.


    9. Repite tantas veces como quieras la operación de cortar y girar las dos cartas superiores.


    10. Pasa una carta de arriba abajo o una de abajo arriba. Verás que hay cartas cara arriba y cartas cara abajo.


    11. Ahora voltea la de arriba.


    12. Sin cortar, gira las dos cartas superiores.


    13. Por último, voltea las tres cartas que se encuentran en la parte de arriba del mazo.


    14. Observa que tienes tres cartas de un lado y una del contrario. ¿Cuál es?
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    FIGURA 30. El juego de las cuatro cartas.


    


    La cartomagia es una parte apasionante dentro del ilusionismo. Combinar multitud de técnicas para poder lograr efectos realmente mágicos e incluso juegos como éste, exclusivamente matemáticos, resulta en verdad sorprendente. Los juegos puramente matemáticos no suelen ser demasiado vistosos, aunque muchos juegos utilizan una adecuada combinación de principios matemáticos y técnicas psicológicas y manipulativas para crear auténtica magia. Bob Hummer es autor de numerosos juegos en los que intervienen principios matemáticos que combinan cartas de cara y de dorso. Esos juegos, como éste, son auténticas maravillas.


    Al hacer el juego de las cuatro cartas habíamos sido fieles al principio consistente en no anunciar el efecto, pero ahora incumpliremos otro de los principios básicos: el que proclama no desvelar el secreto. Revelaré cuáles son las matemáticas que hay bajo el juego de las cuatro cartas. Si el lector quiere disfrutar un poco más del efecto mágico, puede saltarse este párrafo en una primera lectura e ir directamente al siguiente epígrafe.


    La propiedad matemática subyacente en el juego de las cuatro cartas está escondida, pero si miramos atentamente, encontraremos diversos invariantes. El primero de ellos es que, una vez hecha la configuración inicial, siempre hay tres cartas de un lado y una de otro: a veces hay tres cartas de cara y una de dorso, y otras veces son tres las que están de dorso y una sólo de cara. De la carta que tiene una orientación diferente a las demás diremos que es la «distinta». Unas veces la distinta será una, y otras veces otra, pero las reglas del juego que hemos impuesto impiden que la carta elegida sea la distinta. En efecto, el hacer un corte no supone cambio en la orientación de las cartas y, además, el orden cíclico se mantiene; de este modo, al cortar pueden quedar las configuraciones descritas en la figura 31. Para claridad en la exposición, se supone que las cartas utilizadas son A[image: ], 2[image: ], 3[image: ] y 4[image: ], siendo la carta elegida el 3[image: ]. La parte izquierda de la figura muestra la configuración tras haber cortado el conjunto de las cuatro cartas, mientras que la parte de la derecha muestra la configuración final tras dar la vuelta a las dos superiores del paquete. En cada uno de los cuatro casos posibles siempre nos quedan finalmente tres cartas con una orientación y una con la orientación diferente; la carta elegida nunca es la «distinta» y ésta se encuentra siempre a dos cartas de distancia de la carta elegida. Ése es otro invariante que resultará fundamental.
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    FIGURA 31. Configuraciones en el juego de las cuatro cartas.


    


    Hagamos un poco de abstracción para pensar que no puede haber un caso esencialmente diferente del ya descrito: tras diferentes cortes y giros de cartas, siempre llegaremos a una configuración en la que hay tres cartas con una orientación y una con orientación diferente, separada por una carta de la elegida. Habrá veces que, como al principio, sean tres cartas las que muestran el dorso y otras, como en el resultado de los casos 3 y 4, en el que son tres las cartas que muestran su cara y sólo una el dorso. Lo que es seguro es que seguirá habiendo una carta distinta a dos cartas de distancia de la elegida.


    La operación de girar primero la carta superior, luego las dos superiores y después las tres superiores, lo que hace en realidad es girar la primera y la tercera, dejando la segunda y la cuarta con la orientación inicial. Recordemos que, en nuestro proceso, la primera carta había sido girada al principio, con lo que este último giro la llevaría a la «orientación normal», quedando así únicamente la tercera carta (la «elegida») con una orientación diferente del resto.


    


    [image: ] Cartas y mezclas


    


    Me he referido brevemente a las mezclas de cartas en el primer epígrafe del capítulo. Ahora voy a profundizar un poco más en la teoría de mezclas. Las mezclas que se utilizarán en lo que sigue son conocidas como mezclas a la americana, en lugar de las mezclas por arrastre que se utilizan normalmente en España. La mezcla americana se ve habitualmente en muchas películas, aunque hoy muchas personas la realizan de manera natural. Es una mezcla muy elegante, a la que puede acompañar incluso el sonido que hacen las cartas al mezclarse y cuadrar el mazo. Básicamente, esta mezcla consiste en dividir el mazo en dos montones más o menos iguales, enfrentarlos y, con la ayuda de los pulgares de ambas manos, ir liberando cartas, poco a poco, de modo que se intercalen las de ambos montones (véase figura 32).
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    FIGURA 32. Mezcla americana.


    


    Otra forma más sencilla de simular una mezcla americana (figura 33) pasa por dividir el mazo en dos montones más o menos iguales, dejándolos sobre la mesa. Ahora apretaremos uno de los montones hacia abajo al mismo tiempo que giramos la muñeca (como si estuviésemos cerrando una llave de paso o apretando una tuerca con las manos) de modo que consigamos en el montón una estructura con una forma similar a la de una escalera de caracol. A continuación, hacemos lo mismo con el otro montón. El siguiente paso que hay que hacer es acercar los montones, y juntarlos en uno solo llevando las manos perpendiculares a la mesa. De este modo queda un revoltijo que, estructuralmente, es una mezcla americana. Sólo nos resta cuadrar la baraja para poder operar con ella.
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    FIGURA 33. Variante de la mezcla americana.


    


    Una vez expuesto el modo como debemos realizar la mezcla, pasemos a describir el primero de los juegos. Para su realización será necesaria una baraja de 52 cartas con una pequeña preparación previa: separa las 26 cartas rojas de las 26 cartas negras y sitúa las 26 rojas sobre las 26 negras. Una vez que tengas así configurada la baraja (con las cartas de corazones y diamantes en la parte superior y las de picas y tréboles en la inferior), podemos empezar el juego. Prepárate porque el efecto es realmente sorprendente.


    


    1. Reparte 4 cartas sobre la mesa, como si fueran los cuatro vértices de un cuadrado.


    2. Lo que vamos a hacer ahora es repartir el resto del mazo echando cartas de una en una sobre las cuatro primeras que teníamos sobre la mesa. No es necesario repartir el mazo en orden: puedes seguir un orden, luego invertirlo, dar cartas en diagonal, etc. Lo importante es que los cuatro montones tengan más o menos el mismo número de cartas.


    3. Elige dos de los montones, los que tú quieras, y mézclalos a la americana.


    4. Mezcla, también a la americana, los otros dos montones que te quedan sobre la mesa.


    5. Ahora debes mezclar a la americana los dos montones grandes que te han quedado.


    6. Tienes en este momento la baraja mezclada (y bien mezclada). Reparte las 16 cartas superiores encima de la mesa, una tras otra, dejándolas con el dorso hacia arriba.


    7. Reparte del mismo modo las 20 cartas siguientes, formando otro montón a la derecha del anterior.


    8. Deposita el montón de 16 cartas que te quedan en la mano a la derecha de los otros dos.


    9. Coge el montón central y, viendo las caras, separa las cartas rojas de las negras. Comprueba que, de las 20 cartas, 10 son rojas y 10 son negras.


    10. Recuerda que has mezclado la baraja tres veces. Voltea el montón de la izquierda y comprueba que está formado solamente por cartas negras.


    11. Voltea el de la derecha y extiende las cartas sobre la mesa. ¿Crees que habías mezclado la baraja suficientemente a fondo?


    


    El juego que acabamos de presentar se debe al mago Harry Lorayne, tal como indica Vicente Canuto en su Cartomagia fundamental (Canuto, 2003) y es un juego que causa una gran impresión al que presencia su ejecución. Parte de ese impacto es un impacto visual, aprovechando los dos colores de las cartas de la baraja americana. La presentación del juego suele comenzar con la baraja mezclada por el mago y posteriormente todo lo hace el espectador: poner las cuatro cartas sobre la mesa, repartir en los cuatro montones y, finalmente, echar cartas sobre la mesa. Normalmente, el mago dice: «Ve echando cartas una a una sobre la mesa»; y va contando las que se echan en la mesa. El mago debe parar al espectador cuando éste ha depositado la número 16, para que así comience el segundo montón, terminando en la número 20. Ésta es una idea de presentación para que el lector pueda maravillar a otras personas. El fundamento matemático del mismo es simple: cuando hacemos una mezcla americana, estamos mezclando dos montones de cartas, de modo que el orden relativo en cada uno de los montones se mantiene en el montón mezcla. El lector puede hacer ahora un experimento sencillo: colocar ordenadamente, del as al rey, el palo de picas y también el de corazones, y mezclar a la americana esos dos montones de 13 cartas. Al ver el resultado de la mezcla, podrá comprobar que se mantiene el orden tanto de las 13 cartas rojas como de las 13 cartas negras entre sí, aunque se hayan intercalado ambas series de diferente color.


    Volviendo al juego que he descrito, podemos observar que, al repartir en cuatro montones de modo que todos ellos tengan más o menos el mismo número de cartas, habrá aproximadamente 13 cartas en cada uno de ellos; y, de esas 13 cartas, las 6 inferiores serán rojas y las 6 superiores serán negras, debido a la colocación inicial de la baraja. Al mezclar a la americana dos montones cualesquiera, nos quedará un nuevo montón con cartas negras en la parte superior y cartas rojas en la inferior; y, dependiendo de nuestra habilidad al realizar la mezcla, en la parte central puede haber alternancias de color o no. Tras realizar las dos primeras mezclas que se indican en el desarrollo del juego, nos encontramos con dos montones, cada uno de ellos compuesto por unas 26 cartas, de las cuales las 10 de arriba serán negras; y las 10 de abajo, rojas. Al mezclar esos montones entre sí nos quedará un mazo en el que la parte superior estará formada por cartas negras y la inferior por cartas rojas. Con una alta probabilidad, arriba tendremos, al menos, 16 cartas negras; y abajo, al menos, 16 cartas rojas; el margen de error que nos concedemos es el de las 20 cartas centrales, en el que indicamos que 10 son rojas y 10 son negras, no diciendo nada sobre el orden en el que aparecen estos colores. Aunque sepamos ya por qué el juego funciona y conocíamos la ordenación inicial de la baraja, éste es uno de los juegos que se quedan en nuestra memoria. Piensa entonces cuál ha de ser el efecto cuando se realiza ante un espectador que no conoce que la baraja estaba colocada de antemano.


    La matemática que hay bajo este juego nos hace pensar en la importancia del orden y en que una ordenación no se rompe de modo fácil mediante mezclas. El ilusionismo y la magia, tomados como un entretenimiento, son grandes aficiones, aunque también existen embaucadores que, utilizando técnicas de las que se emplean habitualmente en este arte, se dedican a hablar de apariciones, predicciones de futuro y temas similares. Un buen conocimiento de la ciencia nos previene contra dichos personajes.


    


    Vuelta al 142857


    


    En el primer capítulo nos referíamos al número cíclico 142857 y a un juego en el que se hacía una predicción relacionada con ese número. La técnica que utilizábamos para que entrara en escena el 142857 era, simplemente, decir que era el número de teléfono de un conocido matemago. El conocimiento de las mezclas americanas nos permite llegar a ese número de una forma un poco más elegante: separemos un palo de la baraja, por ejemplo el palo de corazones. Coloquemos las cartas de modo que en la carta inferior de la baraja sea 1[image: ] y sobre ella estén 4[image: ], 2[image: ], 8[image: ], 5[image: ] y 7[image: ], por ese orden. Sobre estas seis cartas debe colocarse el resto del palo de corazones, sin importar el orden en el que aparezcan; y, sobre todas ellas, el resto de la baraja.


    Cortemos ahora el mazo en dos mitades y mezclemos a la americana esas dos mitades. Ponemos el mazo de forma que se vean las caras de las cartas (dorsos abajo) y decimos que los números que se utilizarán para el juego serán los correspondientes a las primeras cartas del palo de corazones que aparezcan. Por las propiedades de la mezcla americana que hemos descrito antes, los primeros seis números que aparecerán serán 1, 4, 2, 8, 5 y 7. Esta variante del juego permite recrearse en decir que los números que se utilizarán en él son totalmente aleatorios por ser el multiplicando obtenido al extraer cartas de una baraja que acaba de ser mezclada (incluso mezclada por el espectador, si se le ve una cierta habilidad manual mínima para que no se le caigan las cartas al suelo) y el multiplicador obtenido mediante el lanzamiento de un dado.


    La combinación del principio matemático de la mezcla con el de las propiedades de los números cíclicos nos da como resultado un juego con un gran efecto mágico (y lo bueno es que, en realidad, en todo en lo que se basa es ciencia).


    


    [image: ] Cualquier carta elegida


    


    Es muy habitual que en un espectáculo de ilusionismo el mago incluya gags cómicos dentro de su representación. A continuación, vamos a describir un juego, que puede ser considerado como un gag, pero que, en realidad, utiliza un concepto matemático avanzado como puede ser el de base.


    Busca, en una baraja de póquer, el as de corazones, el dos de picas, el cuatro de diamantes y el ocho de tréboles. Déjalas encima del resto de la baraja, en el orden indicado, y pide a un colaborador que piense en una carta cualquiera. Insiste en que tú, como mago, tienes un magnífico tacto y que vas a sacar de la baraja la carta indicada. Si tu colaborador te dice una de las cuatro cartas que has preparado, como sabes su posición, podrás sacarlas inmediatamente. Claro está que la probabilidad no juega a tu favor en este caso (aunque deliberadamente hemos incluido en las cartas localizadas el as de corazones, que suele ser más elegida que otras de las de la baraja). Supongamos que el espectador piensa en el 4[image: ]. Tú lo mostrarás del siguiente modo: «¿Cuál era tu carta?; ¿el cuatro de picas?; ¿no?...; pues mira...»; y extraes al mismo tiempo el 4[image: ] y el 2[image: ], señalando el número 4 y el palo de picas. ¿Y si la carta elegida es, por ejemplo, la dama de tréboles? Pues bien: como veremos a continuación, con las cuatro cartas que hemos preparado podemos representar cualquier otra carta de la baraja.


    Efectivamente, ésa es la misma idea que aparece cuando en matemáticas utilizamos la idea de base, sea para sistemas numéricos, espacios vectoriales, espacios topológicos... Ya me he referido a los sistemas de numeración posicionales: en esos casos, cuando fijamos una base numérica (sistema binario, sistema decimal o sistema hexadecimal), ello nos permite escribir cualquier número con unos pocos símbolos (2, en el caso del binario; 10, en el decimal; o 16, en el hexadecimal). Así, el número (decimal) 2006 se puede escribir como 11111010110 en sistema binario o 7D6 en sistema hexadecimal (recordemos que el sistema hexadecimal, o de base 16, utiliza otros 6 símbolos además de los 10 habituales; así, A representa 10, B es 11, C es 12, D es 13, E representa al 14 y F al 15), ya que 7D6 = 7 x 162 + 13 x 161 + 6 x 160 = 7 x 256 + 13 x 16 + 6. Una base en un espacio vectorial nos permite tratar del mismo modo objetos matemáticos diferentes, ya sean polinomios, matrices o vectores geométricos: todos estos objetos pueden representarse por medio de sus coordenadas en una base prefijada. Estas ideas matemáticas se utilizan diariamente y no somos conscientes de ello: para referirnos al lugar de la superficie terrestre en que nos encontramos nos bastan dos coordenadas (recordemos que una superficie es bidimensional); y las que se emplean de modo habitual son latitud y longitud. Los sistemas de coordenadas aparecen en nuestra vida cotidiana: al usar un sistema GPS (siglas que provienen del inglés: Global Positioning System) un satélite detecta dónde estamos y mediante un sistema de coordenadas traduce nuestra posición física al lenguaje que el ordenador del satélite puede entender. Después viene la codificación y descodificación de la señal entre el satélite y nuestro sistema GPS y, finalmente, una aplicación informática adecuada nos permite saber cómo llegar a una dirección que introducimos en nuestro sistema, recibiendo instrucciones sobre dónde debemos girar o por qué calles debemos entrar. ¡Eso sí que es magia!; y parece que no tiene que ver con las mezclas de cartas, aunque, en realidad, el funcionamiento de las memorias RAM (Random Access Memory: memoria de acceso aleatorio) sí que tiene que ver con las mezclas de cartas.


    Para que podamos trabajar con la base que hemos utilizado en nuestro juego de cartas, es necesario un poco de ingenio por parte del mago, para lograr así representar cualquier carta. Si quisiéramos representar la dama de tréboles, mostraríamos primero el 4 de diamantes, para preguntar después: «¿Qué número representa la dama?, ¿el 12?»; a continuación, sacar el 8 de tréboles y decir: «4 y 8 son 12 y de tréboles». Si la dama hubiese sido del palo de corazones, habríamos conseguido el número 12 que representa a la dama del mismo modo: con el 4 de diamantes y el 8 de tréboles; y después habríamos anunciado que íbamos a extraer el palo, sacando el as de corazones. Esta misma secuencia de extracción de cartas, pero con una charla diferente, nos habría servido para representar al rey de corazones. Invito al lector a que desarrolle representaciones para cada una de las cartas de la baraja. También es necesario hacer un comentario importante: la insistencia en no repetir este juego ante un mismo público (a no ser que, en vez de hacer magia, queramos apoyarnos en él para explicar la idea matemática de base). Hecho una vez, puede sorprender a quien lo vea, pero al repetirlo y utilizar las mismas cartas-base para representar otras, hace pensar en qué hay debajo del mismo. Hay varias técnicas que permiten mejorar el juego desde el punto de vista mágico.


    Lo que expongo ahora no es una mejora del juego, sino una generalización a otro contexto que nos es familiar: la baraja española de 40 cartas, con oros, copas, espadas y bastos. Aquí la base se debe formar con el as de oros, el 2 de copas, el 4 de espadas y el 6 de bastos; y hay que recordar que la sota es el 8; el caballo, el 9; y el rey, el 10. Utilizando un método similar al que expuse antes para la baraja americana, podemos representar así cualquier carta de la baraja española. Al tener la baraja un número diferente de cartas, debemos utilizar elementos diferentes para la base elegida.


    


    El juego de las 21 cartas y los teoremas de punto fijo


    


    El juego que presenté en la introducción al capítulo es un clásico, conocido por mucha gente y que aparecía ya descrito por Bachet en Problèmes plaisants et délectables. Es el juego que todos hemos aprendido a hacer de pequeños y puede ayudarnos a introducir varios conceptos matemáticos. Lo primero que podemos obtener de él es la introducción de la idea matemática de proceso iterativo: repetimos las mismas operaciones tres veces. A saber: repartir en montones, fijarnos en qué montón está la carta elegida y situar ese montón en el centro de los otros dos. Ese conjunto de instrucciones podríamos escribirlo también en forma de algoritmo. Por algoritmo (término cuyo nombre viene dado en honor al matemático árabe Al Kuwaritzmi) entendemos la descripción minuciosa de un proceso a realizar, y eso es lo que hemos hecho siempre que he dado instrucciones para realizar cualquiera de los juegos descritos en el libro. El juego de las 21 cartas también permite hablar de teoremas de punto fijo porque lo que ocurre tras la ejecución de tres iteraciones del proceso es que la carta elegida acaba situándose en el centro de la baraja, y eso sucede siempre así, independientemente de cuál fuera la posición inicial de la dicha carta.


    Observemos qué es lo que ocurre:


    


    • Al repartir veintiuna cartas en tres montones, habrá siete en cada montón.


    • Al situar el montón de la carta elegida entre los otros dos montones por primera vez, lo que hacemos es que dicha carta se encuentre entre las posiciones 8 y 14.


    • Cuando repartimos por segunda vez, la carta elegida se sitúa necesariamente en la posición tercera, cuarta o quinta dentro de su montón (recordemos que antes de llegar a ella se habían repartido ya siete cartas al menos).


    • Al poner el montón en el que está la carta elegida en medio de los otros dos, llevamos esta carta a la posición 10, 11 o 12 dentro del mazo.


    • Al repartir por tercera vez en tres montones, repartiremos primero nueve cartas (tres en cada montón) y, dependiendo de si la carta elegida estaba en la posición 10, la 11 o la 12, dicha carta irá a parar al primer, segundo o tercer montón, respectivamente. Además, estará en la cuarta posición de ese montón.


    • Al volver a poner el montón en el que está la carta elegida en el medio de los otros dos, estamos llevando dicha carta a la posición 11.


    


    Este juego ha tenido muchas variaciones desde que apareció publicado por Bachet. Y estas variaciones del juego no han sido hechas por aficionados como nosotros, sino que grandes de la magia han realizado su propia versión del juego. Como muestra podemos referirnos a dos variaciones sencillas: si en vez de poner el montón que contiene a la carta elegida en medio de los otros dos, lo ponemos siempre encima de los otros dos, la carta elegida sube a la posición superior del mazo. Si, por el contrario, situamos el montón que contiene a la carta elegida siempre debajo de los otros dos, tras realizar el proceso por tercera vez, la carta será la última del mazo. Lo que hacemos con cualquiera de estos procesos se basa en la misma idea que utilizamos al resolver una ecuación por medio de un proceso iterativo: vamos dividiendo en cada paso el número de soluciones posibles, hasta que llegamos a un punto que o bien es la solución que estamos buscando o bien una buena aproximación. Veamos un ejemplo: escribamos en una calculadora un número positivo (puede ser un decimal) y pulsemos repetidamente la tecla de raíz cuadrada (√) ; si pulsamos la tecla un número suficiente de veces, llegaremos al valor 1 (que es un punto fijo de la ecuación x= √x). Para resolver muchos tipos de ecuaciones de modo aproximado, se utilizan procesos iterativos, y para garantizar la existencia de solución, se usan teoremas de punto fijo. Una aproximación sencilla a estos teoremas, además de mediante juegos automáticos de localización de cartas en una baraja, la constituye el conocido problema del excursionista que partió a las 7 de la mañana hacia una montaña, llegando a las 12 a la cima, y que al día siguiente bajó, siempre por el mismo camino por el que había ascendido, partiendo también a las 7 de la mañana. El problema consistía en probar que por algún punto del trayecto pasó a la misma hora, tanto en la subida como en la bajada. La solución matemática al problema nos viene dada por medio del «teorema del punto fijo de Brower», aunque también podemos obtenerla utilizando el «sentido común». En realidad, ambas cosas son la misma: si podemos intuir por qué el excursionista pasa por un punto a la misma hora en ambas ocasiones, habremos dado con la clave del argumento que permite probar el teorema del punto fijo de Brower.

  


  
    


    5.


    


    Bajo la influencia de la sección áurea

  


  
    


    Escribe en una hoja de papel, en vertical, los números del 1 al 10. Esos números servirán como índices de una lista. Los dos primeros lugares de la lista estarán ocupados por los números que quieras (por ejemplo, el 18 y el 23). Si quieres, elígelos pequeños, para que no te cueste hacer las operaciones siguientes. El tercer lugar se ocupará con la suma de los dos primeros (en nuestro ejemplo sería: 18 + 23 = 41). Escribe en el cuarto lugar la suma del que ocupa el segundo y el que ocupa el tercero (en el ejemplo sería: 23 + 41 = 64). Y continúa rellenando la lista de esta manera: en cada hueco debes escribir la suma de los dos números anteriores. Ármate de paciencia y escribe la suma de los 10 números que componen la lista. Ahora multiplica el séptimo número de la lista por 11. ¿Qué observas?


    


    
      El 5 es el menor número que puede escribirse como suma de cuadrados. El símbolo de identificación de los pitagóricos es el pentagrama, la estrella de cinco puntas. 5 son los poliedros regulares y 5 eran los planetas conocidos en la época en la que vivió Pitágoras.

    


    


    La divina proporción


    


    El tercer capítulo lo terminábamos construyendo en papel el símbolo de los pitagóricos: la estrella de cinco puntas, conocida también como pentagrama místico, que está profundamente relacionado con la sección áurea, como vamos a ver a continuación. Los protagonistas de este quinto capítulo serán, además de Pitágoras, los ya conocidos Luca Pacioli y Leonardo da Vinci, precedidos por otro Leonardo: Leonardo de Pisa, recordado como Leonardo Fibonacci. Los alquimistas no pudieron encontrar la piedra filosofal, pero escondido dentro del símbolo de los pitagóricos se encontraba el número ɸ (leído «fi»), al que Pacioli denominó proporción divina (y dedicó un libro entero a su estudio) y al que Leonardo llamó sección áurea. Entre los artistas este número representaba la auténtica piedra filosofal para conseguir la belleza en las proporciones. En varias de las medidas geométricas del Partenón de Atenas aparece la razón áurea (se usa la letra ɸ para representar la sección áurea, recordando la inicial de Fidias, arquitecto del Partenón); en el conocido Hombre de Vitrubio, dibujado por Leonardo, aparece de nuevo esta proporción, así como en cuadros de otros autores, como en la Alegoría de la primavera, de Sandro Boticelli o en varios cuadros de Salvador Dalí —quien llegó más lejos, haciendo la composición de su cuadro Leda atómica sobre el pentagrama místico de los pitagóricos—. No tenemos necesidad de ir a ejemplos artísticos para encontrar la razón áurea: las tarjetas de crédito tienen dimensiones de rectángulo áureo, un rectángulo cuyos lados están en proporción áurea (quizás están diseñadas de acuerdo con las proporciones de los cánones de belleza para que nos cueste menos trabajo utilizarlas); y también la naturaleza nos ofrece diferentes ejemplos de la ubicuidad de este número.


    Un segmento AB queda dividido por un punto interior C, según la razón áurea, cuando la razón entre el segmento completo y la mayor de sus divisiones es igual a la razón entre la división mayor y la menor; en esas condiciones, el número que representa esa proporción es ɸ. Esto nos lleva a que [image: ] = ɸ, lo que puede ser expresado también como [image: ] = ɸ; y, haciendo operaciones, llegamos a que [image: ] = ɸ; de donde


    


    [image: ]


    


    Observemos el pentagrama pitagórico de la figura 34, inscrito en un pentágono regular. Por comodidad, supondremos que la medida del lado del pentágono es de una unidad; entonces, la medida de la diagonal del pentágono (o, equivalentemente, el lado de la estrella de cinco puntas) es ɸ. En efecto, los segmentos AB y EF son paralelos, como también lo son AE y BF. Puesto que estamos partiendo de un polígono regular, AE = EF; y, por ello, los cuatro segmentos mencionados tienen la misma longitud, que habíamos convenido que fuera de una unidad. Utilizando ahora el teorema de Thales y razonamientos de simetría en la figura, se puede probar que [image: ] o, equivalentemente, que [image: ], lo que prueba que ambos segmentos son proporcionales, de acuerdo con la divina proporción. Operando en esa igualdad se deduce que [image: ], lo que puede resumirse diciendo que el lado del pentagrama pitagórico inscrito en un pentágono de lado unidad coincide con el número áureo (obsérvese lo sencillo que es escribir la fórmula que indica esa igualdad y lo complicada que resulta la frase escrita que expresa lo mismo).


    


    [image: ]


    


    FIGURA 34. El pentagrama pitagórico.


    


    Decía antes que los pitagóricos encontraron que en su símbolo se encontraba la divina proporción, pero también fueron capaces de darse cuenta de que en el pentagrama que los identificaba había números «raros», refiriéndose al √5 que aparece en la expresión de ɸ. Fueron capaces de probar que esos números no podían escribirse como una fracción (a esos números hoy los conocemos como números irracionales) y se referían a este hecho diciendo que «la diagonal y el lado en un pentágono regular son inconmensurables» (en el sentido de que aun dividiendo el lado en fracciones muy pequeñas, nunca se podría medir la diagonal). De hecho, el pentagrama pitagórico está lleno de segmentos dispuestos conforme al número áureo: si elegimos un segmento cualquiera dentro del pentagrama y el de tamaño inmediatamente inferior, el cociente de las longitudes de esos dos segmentos es exactamente la divina proporción ɸ.


    


    [image: ] La mágica proporción


    


    Para el juego que presentaré a continuación será necesario, además de utilizar lápiz y papel, hacernos con una calculadora. Tampoco es algo esencial, ya que las operaciones que vamos a hacer son sencillas, pero, como ya no estamos acostumbrados a realizar esas operaciones «a mano», preferimos no correr el riesgo de que no funcione la magia debido a errores humanos. Y ya puestos a recomendar tecnología para hacer las operaciones que intervienen en el juego, podemos utilizar una hoja de cálculo: las primeras operaciones son similares a las descritas en el juego que servía de introducción al capítulo. Preparados entonces con lápiz y papel, comenzamos las instrucciones:


    


    1. Anota en una hoja de papel, en vertical, los números del 1 al 20, para formar una lista.


    2. Al lado del número 1 escribe un número de 1, 2 o 3 cifras, el que quieras.


    3. Al lado del número 2 escribe otro número (o el mismo) de 1, 2 o 3 cifras.


    4. En el tercer lugar de la lista escribe la suma de los dos primeros números escritos.


    5. En la cuarta posición anota la suma de los números segundo y tercero.


    6. En la quinta escribirás la suma del tercero y el cuarto. Continúa así rellenando las 20 posiciones de la lista (cada hueco se rellena con la suma de los dos números anteriores).


    7. Copia aparte el número que ocupa la posición 20 y divídelo entre el que ocupa la posición 19.


    8. Recuerda que tú escribiste los números que quisiste al principio. No obstante, tengo una predicción del resultado de la división y debes mirar la figura 35 para ver cuál es.


    


    ɸ = 1,61803


    


    FIGURA 35. Valor aproximado de la razón áurea.


    


    La sucesión de Fibonacci


    


    Los 20 números que has escrito para realizar el juego se han construido del mismo modo como se forma la sucesión de Fibonacci. Recientemente, esta sucesión se ha hecho muy popular debido a una obra literaria (escrita por el hijo de un matemático) y quizás ya sea conocida por el lector. La verdadera historia de Fibonacci y su sucesión es por sí misma interesante. Leonardo era el hijo de un comerciante de Pisa llamado Bonaccio; por ello se le conocía como Fibonacci (el hijo de Bonaccio). La posición social y los negocios que tenía Bonaccio permitieron que su hijo estudiara en contacto con culturas diferentes a la de la Europa medieval, pudiendo aprender así el sistema de numeración indio-arábigo. Su libro Liber Abaci, escrito en 1202, es la primera referencia occidental donde aparecen los números arábigos: se describe el cálculo con ellos y se recomienda fuertemente su uso. Uno de los problemas propuestos era el ya famoso problema de los conejos: «Un granjero sitúa una pareja de conejos en un lugar cerrado por una valla por todos los lados. ¿Cuántas parejas de conejos puede producir esa pareja en un año si se supone que mensualmente cada pareja se reproduce, dando lugar a una nueva pareja, que, a su vez, se vuelve productiva a partir del segundo mes de existencia?». Es fácil intuir que en el segundo mes habrá una pareja (la misma que en el primero) y que en el tercero habrá dos parejas (la que tenemos desde el principio y una recién nacida). Fibonacci calculó el número de parejas que habría una vez transcurridos doce meses, es decir, los trece primeros términos de la hoy conocida como sucesión de Fibonacci: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233. Observamos que cada número se obtiene mediante la suma de los dos anteriores (del mismo modo que calculábamos las diferentes cantidades que se necesitaban en el juego de magia que hemos descrito).


    Una sucesión numérica es un conjunto (infinito) de números puestos de forma ordenada, en correspondencia con los números naturales, que son los que utilizamos habitualmente: 1, 2, 3, 4... Leopold Kronecker decía que «los números naturales los creó Dios y el resto son obra de los hombres», refiriéndose a lo innato de ese conjunto numérico, que es el que permite contar, en contraposición a los números racionales (fracciones), irracionales (que, además de números parecidos a √5, contienen a otros números como e y π) o imaginarios (algo tan extraño como considerar √-1, pero que ha permitido un gran desarrollo de la matemática y sus aplicaciones). Así, la sucesión de Fibonacci sería:


    


    a1 = 1, a2 = 1, a3 = 2, a4 = 3, a5 = 5, a6 = 8...


    


    Esos números an representan las parejas de conejos que habría en el instante n. El término general de una sucesión es una fórmula que indica, en función de n, el valor de an. La sucesión de Fibonacci es muy fácil de definir por recurrencia (esto es, cada término se determina en función de los términos anteriores, tal como lo hemos hecho nosotros al imponer que an = an-1 + an-2), pero muy difícil de definir mediante su término general. En realidad, éste se calcula mediante la fórmula:


    


    [image: ]


    


    Si el lector tiene ganas de entretenerse comprobándolo, le invito a que lo haga (pero sugiero que utilice una hoja de cálculo para ello).


    En el juego descrito en el epígrafe anterior utilizábamos de algún modo la idea de límite de los cocientes [image: ]. El límite de una sucesión no es otra cosa que el número al que se aproximan los términos de dicha sucesión. En el caso de la sucesión de Fibonacci, el límite de los cocientes de términos consecutivos es la razón áurea, como también lo es el límite de la sucesión de Fibonacci generalizada que utilizábamos en nuestro juego (la forma de construirla es análoga a como Leonardo de Pisa construyó su sucesión; la única diferencia está en que partimos de dos números iniciales diferentes). La divina proporción aparece por todas partes. La idea de límite hizo su aparición en el siglo XVII (D’Alembert incluye una descripción en la Encyclopédie) y terminó de hacerse una definición correcta en el siglo XVIII, lo que muestra que, incluso para los grandes, la formalización de ideas matemáticas es un trabajo difícil.


    


    Por todas partes aparece ɸ


    


    Los números que conforman la sucesión de Fibonacci aparecen en multitud de ejemplos en la naturaleza. En la figura 36 he representado diez rectángulos, correspondientes a los diez primeros términos de la sucesión de Fibonacci: los lados de cada uno de esos rectángulos se obtienen como suma de los lados de rectángulos más pequeños. La construcción que hemos hecho podría repetirse, generando una mayor cantidad de estos rectángulos sin más que levantar un cuadrado sobre el lado mayor del último rectángulo construido. Tal como hemos visto en el juego que hemos venido en llamar «la mágica proporción», el cociente de los términos 20 y 19 de la sucesión de Fibonacci se aproximaría a la razón áurea; por ello, el vigésimo rectángulo construido según las normas anteriores sería un rectángulo áureo: el cociente de las longitudes de sus lados (que son los términos 20 y 19 de la sucesión sobre la que estamos hablando) es una aproximación a la divina proporción.


    


    [image: ]


    


    FIGURA 36. Rectángulos de Fibonacci y espiral logarítmica.


    


    Inscribiendo un cuarto de circunferencia en cada uno de los cuadrados que sirven de apoyo para la construcción de los rectángulos de Fibonacci, obtenemos una espiral logarítmica áurea. En el reino vegetal podemos encontrar números de Fibonacci en los girasoles: las semillas de girasol (las comunes «pipas») se disponen en forma de espirales. Unas de estas espirales se orientan en sentido horario; y otras, en sentido antihorario. Contando las espirales dispuestas en sentido horario y las orientadas en sentido antihorario, se encuentra que ambos números son números de Fibonacci consecutivos. En la distribución de piñones en las piñas también tenemos un ejemplo parecido.


    El número áureo aparece en los sitios más insospechados. El ejemplo siguiente es puramente matemático y, si quisiéramos argumentar todo el procedimiento de forma correcta, utilizaríamos la idea de límite. Lo que vamos a emplear es la idea de aproximación y para no cansarnos con las operaciones (esta vez no pueden hacerse de cabeza), recomiendo utilizar la calculadora o la hoja de cálculo. Supongamos que antes de empezar con el bucle siguiente tenemos la calculadora con un 0 en la pantalla y preparada para hacer operaciones. El bucle lo podemos repetir tantas veces como queramos. Este trozo de algoritmo podría incluirse en uno más general, volvemos a encontrarnos con un proceso iterativo.


    


    1. Pulsa +.


    2. Pulsa 1.


    3. Pulsa =.


    4. Pulsa √.


    5. Vuelve al paso 1.


    


    Si hacemos un número suficiente de iteraciones (repetición de los 5 pasos del procedimiento que acabamos de describir), veremos cómo nos aproximamos al valor de ɸ. En realidad, esas 5 instrucciones nos hacen calcular los términos de la sucesión numérica que tiene por límite a ɸ.


    


    [image: ]


    


    Cuadrados mágicos


    


    Otro de los artistas sobre quienes han tenido influencia las matemáticas y, en particular, los escritos de Luca Pacioli es Alberto Durero. Su obra guarda una cierta relación con la magia, ya que durante mucho tiempo se pensó que el primer cuadrado mágico que aparece en Occidente era el representado por Durero en su grabado Melancolía, aunque (como no podía ser de otra manera) aparecen descripciones de cuadrados mágicos en el libro De Viribus Quantitatis de Pacioli y Da Vinci.


    Un cuadrado mágico consiste en n2 números dispuestos en filas y columnas, de modo que la suma de los números que están en cada fila o en cada columna sumen una cantidad constante, a la que se denomina constante mágica del cuadrado. El cuadrado mágico más antiguo del que se tiene constancia aparece en el Chui-chang suan shu, un tratado chino escrito hacia el 250 a. C. y es el representado en la figura 37. Como se puede observar, la constante mágica de este cuadrado es 15: es la suma de los números situados sobre cualquier fila, columna o diagonal.
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    FIGURA 37. Cuadrado mágico 3 x 3.


    


    El cuadrado mágico representado por Durero es un cuadrado mágico con 4 filas y 4 columnas, que tiene además una propiedad curiosa: el grabado está realizado en 1514 y esa fecha la forman los números que rellenan las dos casillas centrales de la fila inferior del cuadrado mágico. Este cuadrado mágico tiene como constante mágica 34. Además de filas, columnas o diagonales, la suma de los cuatro vértices del cuadrado también es 34, al igual que la de los cuatro números que ocupan el cuadrado central o cada uno de los cuatro cuadrados de tamaño 2 x 2 que resultan cuando dividimos el original por la mitad, tanto en sentido horizontal como en sentido vertical. El grabado está cargado de simbolismo y ha sido objeto de muchas interpretaciones no matemáticas. En cuanto a las matemáticas contenidas en Melancolía, explícitamente aparece un poliedro y un geómetra. Este cuadrado no es original de Durero, ya que era conocido por el matemático bizantino Moschopoulos.
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    FIGURA 38. Cuadrado mágico representado en Melancolía.


    


    El simbolismo de los cuadrados mágicos sigue hasta nuestros días: en la fachada de La Pasión de La Sagrada Familia, en Barcelona, encontramos un cuadrado mágico con constante mágica 33. En realidad, este cuadrado está basado en el representado por Durero y se obtiene a partir de él mediante un giro de 180º. Si giramos 180º este libro, mirando la figura 38 podremos leer (el libro está al revés, pero aun así podemos identificar los caracteres) un cuadrado mágico que es en todo igual al de la Sagrada Familia, salvo en un número en cada fila y en cada columna. Esto es así para que la constante mágica del cuadrado sea 33 (se atribuye este número a la edad que tenía Jesús cuando fue crucificado). Modificando solamente cuatro números (la única precaución que debemos tener es que estén situados sobre filas y columnas diferentes), podemos obtener un cuadrado mágico con la constante mágica que queramos. En ilusionismo, este principio es utilizado en la especialidad mágica del mentalismo. Los ilusionistas que desarrollan esta especialidad, que a mí en particular me gusta mucho, pretenden tener una mente superior, capacidades extrasensoriales o cosas así, cuando en realidad están realizando trucos de magia con una presentación diferente, en la que priman los poderes que supuestamente tienen. Si la cosa queda aquí y todo es un espectáculo o un divertimento, perfecto; el principal problema aparece cuando se mezcla con la ingenuidad del público y en esta especialidad ve fenómenos extraños mientras que no los ve en la adivinación de una carta o en la aparición o desaparición de un objeto cotidiano. Un mayor conocimiento haría que se valorara la pericia del artista y no sus supuestas dotes mentales o mágicas (entendida la magia en un sentido que no es el de ilusionismo, sino el de hechicería).
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    FIGURA 39. Fachada de La Sagrada Familia y detalle de su cuadrado mágico.


    


    Hemos hablado del cuadrado más antiguo del que se tiene constancia escrita, que era de tamaño 3 x 3 y del cuadrado de tamaño 4 x 4 dibujado por Durero. ¿Qué hay sobre cuadrados mágicos de tamaño 5 x 5? (Aprovechemos que estamos en el quinto capítulo para hablar de esto.) Los cuadrados mágicos de tamaño impar son muy fáciles de construir y el procedimiento que vamos a describir para hacer un cuadrado mágico de tamaño 5 x 5 serviría para cualquier otra dimensión impar. Supongamos que queremos colocar los números del 1 al 25 en un cuadrado mágico. No debemos hacer otra cosa que lo indicado en la figura 40, que es: añadir a cada lado del cuadrado unas casillas «en escalera» y, utilizándolas, escribir los números del 1 al 25 en 5 hileras diagonales. Posteriormente, debemos trasladar los números en las casillas añadidas a los huecos del lado opuesto del cuadrado. En la figura aparecen sombreadas las casillas «extra» que debemos trasladar y los lugares del interior del cuadrado donde deben escribirse. La parte derecha de la figura muestra el cuadrado «resuelto». La constante mágica del cuadrado es [image: ] (1 + 2 + … + 25) = 65.
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    FIGURA 40. Cuadrado mágico 5 x 5.


    


    [image: ] Cuadrados aún más mágicos


    


    Ahora presentaré un juego en el que intervienen la sucesión de Fibonacci y los cuadrados mágicos. Lo que haremos en realidad será construir un cuadrado doblemente mágico. Para ello es necesario dibujar un cuadrado con un lado de 16 cm en una hoja de cartulina. Dividiremos el cuadrado en cuatro cuadriláteros iguales mediante dos rectas perpendiculares (véase la parte izquierda de la figura 41). Las rectas parten de puntos situados sobre los lados del cuadrado, de modo que disten 10 cm de un vértice y 6 del otro (una aproximación un poco burda de la razón áurea). Debemos recortar también un cuadrado de 4 cm de lado, que utilizaremos posteriormente.


    Debemos dibujar en el cuadrado los números que aparecen en la figura 41. Por la cara frontal, los representados en la parte izquierda de la figura y por el dorso, los que se ven en la parte derecha. Es muy importante situarlos de la manera como los hemos dibujado. En nuestro esquema hemos utilizado una fuente en cursiva para representar los que están en el dorso de la cartulina; puede ser conveniente representarlos en un color diferente, para que se distingan ambas caras del cuadrado. En el cuadrado de 4 cm de lado debemos escribir un número 15, girado unos 30º con respecto a los lados (y no escrito en cursiva). Recorta las cinco piezas (el cuadrado pequeño y los cuatro cuadriláteros en los que hemos dividido el grande). Hasta aquí la preparación del juego; comencemos entonces con la presentación.


    


    1. Como punto de partida, coloca las 5 piezas como se muestra en la figura 42.


    2. Comprueba que lo que has formado es un cuadrado mágico, con constante mágica 45.
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    FIGURA 41. Ambos lados del cuadrado.


    


    3. Da la vuelta a las piezas e intenta formar un cuadrado mágico.


    4. Verás que, sorprendentemente, el cuadrado ahora se forma sólo con 4 piezas.


    5. Halla la constante mágica del cuadrado.
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    FIGURA 42. Cuadrado doblemente mágico.


    


    6. Fíjate en el número que había en el cuadradito que te ha sobrado al formar el cuadrado mágico. ¿Tiene que ver con la constante mágica?


    


    Fibonacci y los cuadrados


    


    El juego que he expuesto tiene una pequeña relación con la sucesión de Fibonacci: para su realización hemos utilizado cuadrados con lados 4, 6 y 10, que son términos consecutivos de una sucesión de Fibonacci cuyos términos primero y segundo son ambos iguales a 2. Es un juego que no tiene un fuerte impacto mágico, pero tras el que se esconden muchos conceptos matemáticos: está la idea numérica de aparición de un cuadrado mágico, acompañada de multitud de ideas geométricas, que son las que permiten cortar el papel adecuadamente. El cuadrado mágico que dibujamos en el dorso es precisamente el más antiguo del que tenemos constancia, y aquel del que partimos al hacer el juego es un cuadrado mágico basado en el anterior: hemos reordenado las filas y sumado 10 a cada elemento. En el juego aparece una faceta más de la matemática recreativa y de los juegos en general: hay que componer un rompecabezas y lo verdaderamente sorprendente de éste es que sobra una pieza. La idea es la misma que la comentada en el capítulo 3 al hablar de las demostraciones del teorema de Pitágoras: el cuadrado central en el que está escrito el número 15 ocupa una pequeña porción del área de la figura, con lo que al formar el cuadrado del reverso con sólo cuatro piezas, el cambio de superficie prácticamente no se nota. Lo curioso es que pueda formarse un cuadrado tras eliminar una pieza, y eso vuelve a hacernos pensar en los axiomas de la geometría y en que los ángulos centrales en la división del cuadrado son rectos y gracias a ello podemos colocar las piezas de un modo diferente, pero formando igualmente un cuadrado.


    Otra de las relaciones curiosas de la sucesión de Fibonacci con la magia ya ha sido tratada también en el tercer capítulo cuando nos referíamos a juegos de cambio de áreas de figuras geométricas. Habrá que volver a la figura 18 para recordar que trabajábamos con un cuadrado de tamaño 8 x 8 (obviamente, con área de 64 unidades) y que, cortando y colocando piezas, pasábamos a un rectángulo con lados 5 y 13 (que tenía una unidad de área más que el anterior). Si nos fijamos un poco en los números que intervienen: 5, 8 y 13, tal vez reconozcamos en ellos términos consecutivos de la sucesión de Fibonacci. Estamos utilizando otra curiosa propiedad de esta sucesión: los cuadrados de sus términos difieren en una unidad (por exceso o por defecto) de los productos de los términos adyacentes. En el ejemplo que ya conocíamos veíamos que 82 = 64 = 5 x 13 – 1; y para la terna siguiente: 8, 13, 21, se verifica que 132 = 169 = 8 x 21 + 1. Si continuamos con 13, 21, 34, encontramos que 212 = 441 = 34 x 13 – 1; o que 342 = 1156 = 21 x 55 + 1, para la continuación de la sucesión: 21, 34, 55. Ésta es una más de las mágicas propiedades que tiene la sucesión de Fibonacci y constituye una curiosidad matemática que ha sido utilizada en presentaciones de trucos de ilusionismo: nos muestra que la forma en que se debe dividir un cuadrado para hacer otros juegos de aumento o disminución de área es similar a la que se indicaba en el juego ya descrito, y que la precaución que debe ser tenida en cuenta es que el cuadrado que se considere tenga por lado a un término de la sucesión de Fibonacci y que los segmentos en los que se divida el lado del cuadrado tengan como longitudes a los dos términos anteriores de la sucesión.


    


    [image: ] Sumas de Fibonacci


    


    Llegamos al momento en el que nos adentramos en el juego que daba paso a este capítulo, que consistía en el cálculo de una suma de 10 números generados a partir de los dos primeros, pensados por el espectador. Para estudiar las matemáticas que hay detrás del juego, basta recordar cómo hemos hallado los 10 números que necesitábamos: escribíamos los dos primeros; el tercero era la suma de los dos escritos y análogamente se construían todos los demás términos, como suma de los dos inmediatamente precedentes. En realidad, los 10 números que utilizamos forman parte de una sucesión de Fibonacci, de tal modo que los dos términos iniciales eran los números elegidos por el espectador. Supongamos que los términos por los que empezamos son 5 y 7, y veamos, en la página siguiente, qué es lo que ocurría en realidad


    La suma de los números en nuestro ejemplo es 891 y en el caso general 55a1 + 88a2. Ese número es exactamente 11 veces el valor del séptimo término de la sucesión. Este juego puede ser presentado como un efecto de mentalismo y para ello se escriben en una pizarra los números del 1 al 10 y, vuelto de espaldas, el «mago» pide a un espectador que rellene los dos primeros lugares y le da la pauta para que vaya construyendo la sucesión. El «mago» debe mirar un momento a la pizarra para fijarse en cuál es el séptimo número escrito (esto es sencillo gracias a la numeración escrita previamente). Es conveniente mirar cuando el espectador todavía no ha terminado de escribir los diez términos de la sucesión, para levantar así menos sospechas. Conociendo el valor del séptimo valor, es fácil calcular el total de la suma, multiplicando ese número por 11; y en este punto volvemos otra vez a las matemáticas y a una técnica que permite multiplicar por 11 de un modo sencillo. Pensemos, por simplificar, en un número de tres cifras (aunque la descripción que haré valdría también para números mayores) abc. Para hallar el resultado de abc x 11 escribimos c a la derecha; luego, sumamos b + c; si lo que resulta es un número de un dígito, lo escribimos inmediatamente a la izquierda de c, mientras que si es de dos dígitos, escribimos el último de ellos y guardamos el 1 para agregarlo a la siguiente suma, que es a + b. Hacemos la misma operación: escribimos el último dígito de la suma y si ésta era mayor que 9, sumamos una unidad a a y escribimos este nuevo número; si la última suma era menor que 10, simplemente escribimos a para concluir la operación. Este proceso no es más que un resumen de lo que uno hace cuando multiplica un número por 11 del modo habitual. El lector puede comprobarlo por sí mismo.
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    6.


    


    Trileros y probabilidad

  


  
    


    En una baraja busca un as, un dos y un tres. Sitúa sobre una mesa, de cara, el as a la izquierda, el dos en el centro y el tres a la derecha. Piensa en una de las tres cartas y ponla de dorso. Esa será tu carta elegida. Intercambia las posiciones de las que están de cara y cuando lo hayas hecho ponlas mostrando los dorsos. Recoge las cartas poniendo la de la derecha sobre la del centro y estas dos sobre la de la izquierda. Pasa una carta de arriba abajo. ¿Has perdido la pista de la carta elegida? No te preocupes. Ahora volveremos a echar las cartas sobre la mesa: la carta de arriba del montón sitúala en el centro, la segunda en la posición derecha y la tercera en la posición izquierda. Recuerda que no puedo saber qué carta elegiste y posiblemente ni tú sepas en qué posición está. Levanta la carta de la derecha. Si es un as, es tu carta elegida. Si es un dos, tu carta elegida se encuentra a la izquierda. Si es un 3, se encuentra en el centro.


    


    
      El 6 es el menor número perfecto (aquel que es igual a la suma de sus divisores propios). Es el símbolo de la procreación y de la familia.

    


    


    Triles y combinatoria


    


    Los trucos con bolas y cubiletes constituyen quizá las representaciones mágicas más antiguas. Se tiene constancia de que se practicaban en el antiguo Egipto, tal como parecen representar las pinturas encontradas en la cámara funeraria de Beni Hassan (hacia el 2500 a. C.). Si nos vamos acercando en el tiempo, vemos que Hieronimus Bosch El Bosco, Joseph de Ulm o Peter Bruegel también representan a trileros practicando el juego de los cubiletes. Aún hoy en día muchas veces se encuentran trileros por la calle, sea con cubiletes, medias nueces o cartas. Es imposible apostar contra ellos y ganarles, debido a la destreza de sus manos, pero todavía podemos encontrar a incautos que caen en las redes del tramposo. Visto el juego de los cubiletes como parte del espectáculo de un mago y no como una estafa hecha por un trilero, el juego es una maravilla y parece incomprensible que nunca sepamos dónde va a aparecer la bolita (o lo que sea). René Lavand, un ilusionista argentino fallecido en 2015, hacía magia con una sola mano puesto que la otra la perdió en un accidente cuando era niño. Uno de sus juegos más memorables es un trile con migas de pan y tazas que era digno de admiración. Los triles que se expondrán aquí son triles matemáticos: la mano del mago no interviene, ya que todo transcurre de espaldas al espectador. En este caso no es la mano (del mago) más rápida que la vista (del espectador), sino la inteligencia (del mago) más rápida que la mano (del espectador).


    La teoría de probabilidades pasa por volver a hablar de Girolamo Cardano, quien, en su libro Liber de ludo aleae, trata cuestiones sobre probabilidad y combinatoria aplicadas al juego de los dados (recordemos que Cardano era un jugador). A pesar de ello, el fundamento de la teoría de probabilidad se le reconoce a Blas Pascal junto a Pierre de Fermat, al responder a un problema planteado por el Caballero de Mère sobre la distribución de ganancias en un juego de dados. La Historia a veces es injusta, pero podemos ser un poco más indulgentes con ella si tenemos en cuenta que la resolución de la ecuación de tercer grado, atribuida a Cardano, es, en realidad, obra de Tartaglia. Éste, a su vez, es el más afectado de los tres, puesto que el triángulo que da el valor de los números combinatorios se reconoce internacionalmente como triángulo de Pascal, aunque en España se conserve el nombre de triángulo de Tartaglia. Tampoco los españoles somos más justos que otros: aunque Tartaglia es anterior a Pascal, el triángulo del que estamos hablando era conocido mucho antes de la existencia de estos dos personajes. La idea básica para el cálculo de probabilidades se conoce como ley de Laplace y expresa que la probabilidad de un suceso es el número de casos favorables dividido entre el número de casos posibles (ésta es una definición simplificada, adecuada para lo que vamos a tratar después).


    Es conocido que el número de permutaciones de tres objetos es 6. (Una permutación de una serie de objetos es una nueva colocación de los mismos, utilizando todos ellos.) Supongamos que tenemos tres cartas: una del palo de picas, una del de corazones y una del de tréboles. Las 6 permutaciones de esas tres cartas serían: [image: ][image: ][image: ], [image: ][image: ][image: ], [image: ][image: ][image: ], [image: ][image: ][image: ], [image: ][image: ][image: ], [image: ][image: ][image: ]. El número de permutaciones de 4 elementos es 24 = 4! = 4 x 3 x 2 x 1 y representa el número de posibles colocaciones de 4 elementos distintos. Una baraja francesa admite 52! ordenaciones distintas (un número mayor que 8 seguido de 67 ceros), mientras que una de 40 cartas admite «sólo» 8 seguido de 47 ceros (lo que se escribe como 8 x 1047); cada vez que mezclamos una baraja lo que hacemos en realidad es una permutación de las cartas. El triángulo de Tartaglia permite calcular los números combinatorios con facilidad. Las combinaciones de 4 elementos tomados de 2 en 2 representa el número de parejas que pueden formarse a partir de esos 4 elementos (sin importar el orden de elementos en cada pareja) y las combinaciones de n elementos tomados de m en m indicaría el número de formas diferentes con las que puedo elegir, sin importar el orden, m objetos de entre n objetos diferentes. Obviamente, las combinaciones de 3 elementos tomados de 3 en 3 serían 1 (no hay más que una posibilidad) y las combinaciones de 3 elementos tomados de 2 en 2 serían 3 (volviendo al ejemplo anterior, serían las parejas de cartas que pueden formarse, esto es, [image: ][image: ], [image: ][image: ], [image: ][image: ]. Para referirnos al número de combinaciones de n elementos tomados de m en m, utilizamos la notación [image: ]. En esa notación volvemos a encontrar a otro de los personajes que han aparecido por estas páginas: Leonhard Euler (la notación que él utilizaba no era exactamente la que utilizamos hoy, pero era similar y supuso un cambio con respecto al modo como se expresaban estos números con anterioridad). Por ejemplo, el cálculo de las combinaciones de 49 elementos tomados de 6 en 6 nos da el número posible de apuestas distintas en la lotería primitiva. Este número es 13983816, lo que implica que la probabilidad de acertar la combinación ganadora con una única apuesta es de una entre esa cantidad, es decir, 0,0000000715112, por lo que no es demasiado fácil acertar. La casuística se hace más compleja si incluimos las variaciones (formas de extraer m objetos de entre n cuando sí importa el orden en el que extraemos los objetos) o los elementos repetidos (e.g., las permutaciones de la palabra asa son 3 diferentes, en lugar de 6: asa, aas, saa). No vamos a utilizar esos otros conceptos aquí, ya que nuestro objetivo no es dar un curso de combinatoria, sino ofrecer unos conceptos básicos que permitan seguir lo que se expondrá en el capítulo, juegos de magia incluidos.


    El triángulo de Tartaglia (figura 43) nos ayuda a calcular el valor de los números combinatorios [image: ]: para calcular el valor de [image: ] debemos mirar el valor del único número que se encuentra a la vez en la fila marcada con un 5 y la columna marcada con un 3 (en este caso es 10). Esto se debe a una propiedad de estos números unida a la construcción del triángulo: cada fila siempre empieza y termina por 1; y, una vez construida una fila, cada uno de sus números lo sumamos con el que se encuentra a su derecha y el resultado lo escribimos debajo (en la figura he sombreado, en la fila 7, los números 7 y 21; su suma 28 ha sido sombreada en la fila 8). Además de la utilidad de cálculo de números combinatorios, este triángulo tiene muchas propiedades interesantes, como la aparición en él de los números triangulares de los pitagóricos (en la columna señalada con un 2) o los términos de la sucesión de Fibonacci como suma diagonal de números situados en el triángulo (en la figura he señalado estas sumas y estos números en gris). Si tuviésemos paciencia para rellenar 49 filas, el sexto número de la fila 49 (sin contar el primer 1) sería 13983816, un número del que ya hemos hablado y que representa el número de combinaciones de 49 elementos tomados de 6 en 6 o, equivalentemente, el número de combinaciones distintas que pueden aparecer en la lotería primitiva.
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    FIGURA 43. Triángulo de Tartaglia.


    


    [image: ] El primer trile


    


    El primer trile al que me referiré aparece en el Libro Primero de Arithmetica Algebratica, de Marco Aurel, del que sólo se sabe que era alemán y ejerció como maestro en Valencia. El libro que he citado es importante por ser el primer libro de álgebra escrito en castellano y fue publicado en Valencia en 1552. Es una pena que se haya perdido la costumbre de incluir en los libros de texto cuestiones recreativas, tal como se hacía en el primer libro publicado en castellano (véase Meavilla, 2000). La referencia que citan Gardner o Simon como la referencia clásica para este juego es el libro de Claude Gaspar Bachet, aunque sí indican que el juego es muy anterior a Bachet. La publicación de Marco Aurel se adelanta en 60 años a la aparición del libro de Bachet.


    La presentación que incluyo está basada en la sugerida por William Simon (véase Simon, 1964). Para este juego necesitarás tres espectadores (o, para ensayarlo y ver cómo es mágico, que desdobles tu personalidad en cuatro) y necesitas haber preparado previamente unas tarjetas de instrucciones, del modo como se indica en la figura 44.


    


    
      
        	JUGADOR 1

        	JUGADOR 2

        	JUGADOR 3
      


      
        	Si tu carta es J

        retira 1 carta

        	Si tu carta es J

        retira 2 cartas

        	Si tu carta es J

        retira 4 cartas
      


      
        	Si tu carta es Q

        retira 2 cartas

        	Si tu carta es Q

        retira 4 cartas

        	Si tu carta es Q

        retira 8 cartas
      


      
        	Si tu carta es K

        retira 3 cartas

        	Si tu carta es K

        retira 6 cartas

        	Si tu carta es K

        retira 12 cartas
      

    


    


    FIGURA 44. Tarjetas de instrucciones.


    


    1. Elige tres espectadores y, de izquierda a derecha, numéralos como «Jugador 1», «Jugador 2» y «Jugador 3».


    2. Saca una jota, una dama y un rey de una baraja. Ponlas cara arriba.


    3. Ponte de espaldas a los tres jugadores y pide que cada uno elija una de las tres cartas vistas (jota, dama o rey) y que se la guarde en un bolsillo.


    4. Vuelve a ponerte de cara a los espectadores. Insiste en que hay 6 formas diferentes de que hayan cogido las cartas y apuesta que eres capaz de adivinar cuál es la que tiene cada uno.


    5. Deposita dorso arriba 18 cartas indiferentes esparcidas sobre la mesa (también puedes usar garbanzos, cerillas, tarjetas de visita...).


    6. Di a cada jugador que recoja la ficha de instrucciones correspondiente al número que tenía asignado.


    7. Vuelve a ponerte de espaldas a los jugadores y pídeles que procedan según lo escrito en la tarjeta.


    8. Ponte de cara a los espectadores y mira cuántas cartas han quedado sobre la mesa.
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    FIGURA 45. Clave de adivinación.


    


    9. Recuerda que ibas a hacer una apuesta. Abre la cartera para sacar un billete (aunque, en realidad, lo que haces es consultar la clave representada en la figura 45).


    10. De acuerdo con la clave que has leído, adivina qué carta tiene cada jugador y gana la apuesta.


    


    Funcionamiento del primer trile


    


    Claude Gaspar Bachet, en su célebre libro sobre matemática recreativa, presenta este juego utilizando una moneda, un anillo y una llave en lugar de cartas. Utiliza también 24 cerillas para dar una al primer jugador, dos al segundo y tres al tercero (así, sobre la mesa le quedarán 18, el mismo número que hemos utilizado nosotros). En lugar de tarjetas con instrucciones escritas, éstas eran dadas por él directamente, vuelto de espaldas al público. La versión de William Simon es más fácil de ejecutar, al no tener que recordar las instrucciones, sobre todo cuando uno no tiene experiencia. Parece sencillo, pero dar órdenes precisas es bastante difícil y, cuando uno hace magia matemática, las instrucciones tienen que ser precisas y los movimientos exactos: si no, el juego no funcionará. Este juego es un buen entrenamiento para ensayar una presentación e involucrar al público en la apuesta. Además, el uso de un billete facilitará poder consultar la tabla al sacarlo de la cartera. Conviene hacer la tabla pequeña, a modo de «chuleta». La presentación original exigía recordar los números asociados a cada permutación de las tres cartas y ello se solía hacer utilizando frases mnemotécnicas.


    Cuando se resuelven problemas en matemáticas, a veces se utilizan razonamientos deductivos; otras veces se utilizan técnicas de ensayo y error (probar y ver qué pasa: normalmente los resultados nunca se consiguen a la primera) o análisis de casos (ver las diferentes posibilidades y a qué conduce cada una). Marco Aurel, en el libro donde aparece descrito este juego, utiliza ecuaciones algebraicas para la explicación de cómo saber qué objeto tiene cada jugador. Como el proceso de resolución de las ecuaciones diofánticas (ecuaciones que tratan sólo con números enteros) es un proceso complicado y dado que el número de casos posibles a analizar en nuestro juego es pequeño, optaremos por realizar un análisis de casos: la asignación de cartas puede ser JQK, JKQ, QJK, QKJ, KJQ, KQJ (entendiendo que JQK quiere decir que el primer jugador elige la J; el segundo, la dama Q; y el tercero, el rey K; y análogamente con las demás ternas). La tabla de la figura 46 nos muestra cuántas fichas quedan sobre la mesa en cada caso. Como vemos que para cada permutación queda un número diferente de cartas sobre la mesa, podemos establecer una aplicación biyectiva entre las permutaciones de las figuras y el número de cartas que quedan esparcidas sobre la mesa. La palabrota que he utilizado (aplicación biyectiva) es un tecnicismo que, en el fondo, se refiere a que existe un camino de ida y vuelta entre las permutaciones y las cartas que quedan sobre la mesa. El procedimiento sería similar al que tiene lugar cuando se codifica y se descodifica un mensaje: tiene que haber un camino de ida y vuelta entre el mensaje propiamente dicho y su codificación. Si hubiese permutaciones distintas que dejaran el mismo número de cartas sobre la mesa, no podríamos deducir cuál de las posibles configuraciones es la que ha llevado a esa situación (la forma en que los matemáticos nos referimos a esta situación es diciendo que la aplicación no es inyectiva; una aplicación es inyectiva cuando elementos distintos tienen asociadas imágenes distintas). Si al jugador 3 se le hubiera ordenado que retirara 3 cartas, 6 cartas y 9 cartas, en función de haber elegido J, Q o K, respectivamente, tanto la configuración JQK como la QJK habrían dejado 5 cartas sobre la mesa, con lo que tenemos un ejemplo de aplicación no inyectiva y unas reglas que no nos permitirían desarrollar el juego de magia. Lo que acabamos de hacer es un ejercicio recomendable después de resolver un problema de matemáticas: darle vueltas y ver qué habría pasado si las condiciones impuestas para resolver el problema hubieran sido diferentes.


    


    
      
        	Jugada

        	Cartas eliminadas

        	Cartas sobrantes
      


      
        	JQK

        JKQ

        QJK

        QKJ

        KJQ

        KQJ


        	1 + 4 + 12 = 17

        1 + 8 + 6 = 15

        2 + 2 + 12 = 16

        2 + 8 3 = 13

        4 + 2 6 = 12

        4 + 4 3 = 11


        	1

        3

        2

        5

        6

        7
      

    


    


    FIGURA 46. Clave Clave para el trile matemático.


    


    [image: ] Segundo trile: el trile matemático de Hummer


    


    Bob Hummer ha sido uno de los grandes creadores de juegos de magia con fundamento matemático; y la primera vez que me encontré con su trile fue en una página web de la American Mathematical Society dedicada a magia matemática, escrita por Colm Mulcahy, aunque este juego también había sido previamente estudiado por Gardner. El truco sorprende bastante al que lo ve y es en el que me he basado para elaborar el juego introductorio al capítulo. A diferencia de como planteé el juego en ese momento (como un juego para hacerse a uno mismo), ahora daré una descripción que puede utilizarse para presentarlo ante público. Necesitaremos tres cartas de una baraja: un as, un dos y un tres.


    


    1. Sitúa sobre una mesa, de cara, el as a la izquierda, el dos en el centro y el tres a la derecha.


    2. Pide a un espectador que elija una de las tres cartas y no diga cuál es.


    3. Ponte de espaldas al público. Pide al espectador que dé la vuelta a la carta elegida.


    4. Indícale que ahora intercambie las posiciones de las que están de cara y, cuando lo haya hecho, las ponga mostrando los dorsos.


    5. Recoge las cartas poniendo la de la derecha sobre la del centro y estas dos sobre la de la izquierda.


    6. Haz como si mezclaras, pero en realidad pasa cuatro cartas de arriba abajo.


    7. Recuerda al público que no sabes cuál es la carta que ha elegido, ya que has estado vuelto de espaldas todo el rato. Pregunta al espectador si sería capaz de saber dónde está su carta.


    8. Vuelve a echar las cartas sobre la mesa: la carta de arriba del montón sitúala en el centro; la segunda, en la posición derecha; y la tercera, en la posición izquierda.


    9. Numera mentalmente las cartas: 1-derecha, 2-centro, 3-izquierda (al revés de como estaban dispuestas inicialmente).


    10. Pide al espectador que levante una carta poniendo «cara de póquer», sin que se le note si es su carta elegida.


    11. Si el valor de la carta coincide con el número que le has asignado mentalmente, dale la enhorabuena por haber acertado dónde estaba. Si no es así, dile: «Yo sí sé dónde está tu carta», y levanta la carta que no está en la posición que indica el valor de la carta vista.


    


    Las matemáticas del trile


    


    La versión original del juego requería hacer una marca a una de las cartas, pedir que el espectador indicara todos los cambios entre cartas que iba haciendo —salvo uno, que debía hacer de forma oculta— y necesitaba que el mago fuera capaz de seguir mentalmente la posición de la carta marcada. Posteriormente, cuando volvía a ponerse de cara al espectador, el mago comprobaba si la carta a la que había seguido la pista estaba en el lugar que le correspondía; en caso afirmativo, era ésa la carta elegida; en otro caso, indicaba dónde había ido a parar. Gardner y Simon utilizan una presentación en la que utilizan tres objetos prestados, en lugar de cartas, lo que facilita seguir la pista a uno de ellos. La versión de Mulcahy permite presentar el juego como un juego de mentalismo y no necesita conocer secretamente la posición de una de las cartas; de hecho, la posición de una de las cartas se conoce al ser revelada por el espectador.


    Supongamos que no cambiamos ninguna carta de posición. Los pasos que sí son conocidos son los siguientes:


    


    
      
        	1

        	2

        	3

        	Posición inicial
      


      
        	3

        	2

        	1

        	Al recogerlas (montón de arriba hacia abajo)
      


      
        	2

        	1

        	3

        	Al pasar 1 o 4 de arriba abajo
      


      
        	3

        	2

        	1

        	Al volver a colocarlas sobre la mesa
      

    


    


    Lo que hacemos al asignar mentalmente las posiciones 1, 2 y 3 es prever dónde debería situarse cada carta al final del proceso. La única carta que no se ha movido es la que verifica que su valor coincide con su posición. Las otras dos cartas tienen que tener intercambiadas sus posiciones.


    En matemáticas, una permutación que únicamente altera el orden de dos elementos es lo que se conoce como transposición. Toda permutación puede escribirse como composición de transposiciones; y podemos hablar de permutaciones pares o impares, dependiendo del número de transposiciones en que se descompongan. La paridad de una permutación se utiliza, por ejemplo, en el cálculo de determinantes (intento ser fiel a nuestro propósito de no castigar con matemáticas profundas a los lectores, pero no puedo dejar de aprovechar la oportunidad de recordar algunos conceptos que seguro han estudiado y relacionarlos con los juegos descritos. Ésa es la magia de las matemáticas).


    


    Concursos de televisión: trileros modernos


    


    Probablemente todos habremos visto concursos de televisión en los que al final quedan tres regalos y el presentador ofrece dinero u otro obsequio por cambiar el regalo que los concursantes habían elegido. En realidad, el presentador se está comportando como un trilero, intentando «engañar» al concursante y así ahorrar un premio a la productora. En España, juegos de ese tipo han sido Un, dos, tres..., en la parte final de la subasta, El precio justo o Allá tú (el programa de «las cajas»). Sin embargo, el concurso que más famoso se ha hecho entre los matemáticos y los aficionados a los problemas de ingenio es Let’s Make a Deal, un concurso estadounidense cuyo presentador es Monty Hall. Más o menos el escenario en este programa es el siguiente: hay tres puertas, detrás de una de ellas se oculta un coche y detrás de las otras dos hay cabras (nosotros estamos más acostumbrados a las calabazas). El concursante elige una de las puertas y el presentador le ofrece dinero en efectivo a cambio de no quedarse con el regalo escondido: básicamente, el procedimiento es el mismo que el de la parte final de la subasta del Un, dos, tres... En la versión matemática del juego, en lugar de ofrecer dinero, se hace otra cosa que también se ha visto en algunos concursos: abrir una de las dos puertas que no ha elegido el concursante para mostrar que contiene una cabra y así afianzar al concursante en su decisión. Por esta razón es por la que he dicho que se trataba de trileros modernos.


    El desarrollo de la parte final del juego de Monty Hall es similar al siguiente trile: prepara tres cartas, que deben ser una figura y dos ases. Podemos suponer, por fijar ideas, que se trata del rey de corazones y de los dos ases negros. Busca a alguien que te ayude con el juego. En vez de hacer de espectador, él hará de trilero y tú jugarás. El juego consiste en adivinar la carta al segundo intento. El procedimiento es el siguiente:


    


    1. Tu amigo el trilero dispone las tres cartas dorso arriba sobre la mesa. Él tiene que saber en qué lugar está la figura.


    2. Tú apuestas por una de las tres cartas.


    3. El trilero da la vuelta a una de las dos cartas a las que no has apostado y muestra que es un as. Te ofrece la posibilidad de que cambies tu elección.


    4. Tú eliges cambiar o no cambiar.


    


    Estarás de acuerdo en que parece indistinto que cambies o no cambies la decisión, ya que de las dos cartas que quedan dorso arriba una será la figura, la otra un as y tú no puedes saber cuál es cada una de ellas. Con fines experimentales, te propongo que juegues 10 veces sin cambiar tu elección y seguidamente otras 10 cambiando la carta elegida cuando tu amigo te lo ofrezca. Apunta en cada una de las dos tandas las veces que has ganado la apuesta. ¿Observas algo?


    Una serie de 20 experimentos no es lo suficientemente grande para que se cumplan las leyes de los grandes números, pero puede darnos una idea de qué es lo que ocurre. Probablemente habrás ganado la apuesta más veces con la segunda estrategia, consistente en cambiar la carta elegida, que con la primera. Si hubieses hecho un número muy grande de jugadas con cada una de las dos estrategias, el número de aciertos en la segunda tanda sería aproximadamente el doble que el número de aciertos en la primera. Pero... ¿no habíamos quedado en que era indiferente cambiar o no cambiar la carta elegida? Ahí he de confesar que he utilizado una técnica que es habitual en magia: hacer que el espectador piense lo que el mago quiere que piense (y los buenos magos son capaces de hacerlo y, de ese modo, poder crear ilusiones). He dicho que era indistinto cambiar o no hacerlo cuando la teoría de probabilidades nos dice que la posibilidad de ganar la apuesta cuando se mantiene la elección inicial es de un tercio, mientras que la posibilidad de ganar cuando cambiamos de carta elegida es de dos tercios (el doble que la anterior). Esto se debe a la probabilidad condicionada al conocimiento de una carta que no es la figura. No entraremos en el cálculo de probabilidades, pero recomiendo al lector interesado que intente analizar la situación antes de que lo hagamos nosotros.


    Debemos observar en primer lugar que para el trilero siempre es posible mostrar uno de los ases en el tercer paso del proceso sin desvelar cuál es la carta por la que tú has apostado: como hay dos ases, si tú has apostado por uno de ellos, él puede enseñar el otro; y cuando tú apuestas por la figura, él puede revelar uno cualquiera de los dos ases. En realidad, tenemos tres posibilidades: que tú apuestes por el as de picas, que apuestes por el as de tréboles o que apuestes por el rey de corazones. En los dos primeros casos perderás y en el tercero ganarás la apuesta. Como se supone que las cartas no están marcadas, la probabilidad a priori de que aciertes dónde está el rey de corazones es de un tercio (1 caso favorable frente a 3 posibles). La siguiente tabla resume la situación cuando el trilero muestra una de las cartas:


    


    
      
        	Tú apuestas

        	Él muestra

        	Si cambias

        	Si no cambias
      


      
        	K[image: ]

        	A[image: ] o A[image: ]

        	pierdes

        	ganas
      


      
        	A[image: ]

        	A[image: ]

        	ganas

        	pierdes
      


      
        	A[image: ]

        	A[image: ]

        	ganas

        	pierdes
      

    


    


    La tabla muestra que la estrategia ganadora es la que sugiere el cambio una vez que el trilero ha mostrado cuál de las cartas no era la figura, ya que cambiando la carta ganamos en dos ocasiones y perdemos en una: al revés de lo que ocurre si mantenemos nuestra elección inicial. Parece sorprendente y va en contra de lo que la mayoría de la gente piensa, pero siempre es un buen ejercicio pararse a pensar y a experimentar (seguro que si antes no has hecho los experimentos con ambas estrategias, ahora sí tienes un buen motivo para hacerlo). Si aún te parece imposible que el cambio de elección nos permita ganar el doble de las veces que ganaríamos sin cambiar la carta elegida, no te preocupes: a muchos matemáticos también les ha parecido extraño.


    


    Errores probabilísticos


    


    El enunciado de un problema matemático influye mucho en el modo como se abordará después su resolución. Ésa es una de las razones por las que hemos utilizado cartas en lugar de puertas, coches y cabras para referirnos al «problema de Monty Hall». Además, en la versión que he expuesto, todas las suposiciones que habría que hacer en el otro caso han quedado fijadas desde el principio. Por ejemplo, la de que el presentador siempre abre una puerta. Esta versión del problema se hizo famosa debido a que Marilyn vos Savant (que se describe a sí misma como la persona con el más alto cociente intelectual según el libro Guinness de los récords) escribió, en su columna semanal de una revista americana, un artículo que respondía a una duda planteada por uno de sus lectores. Esa duda era, precisamente, el problema de la estrategia a seguir si el presentador de Let’s Make a Deal abría una de las puertas que no escondían el premio mayor en lugar de ofrecer dinero. Vos Savant escribió exponiendo que la estrategia ganadora consistía en cambiar la elección hecha previamente y que además esa estrategia doblaba las posibilidades que tenía el concursante de ganar. Lo curioso del asunto es que recibió muchas cartas de otros lectores diciendo que no estaban de acuerdo con ella y que era indiferente cambiar la elección o no hacerlo: sugerían que en ambos casos había una probabilidad de ganar del 50% (de las dos puertas cerradas, una contenía el coche y otra, la cabra). Olvidaban que, una vez abierta la puerta, el problema se convierte en uno de probabilidad condicionada. Muchos de los que interpelaban a Vos Savant eran matemáticos (también nosotros nos equivocamos... a veces).


    Paul Erdös, un matemático húngaro que es el más prolífico de la Historia, habiendo escrito 1.475 artículos científicos, muchos de ellos de suma importancia, ha sido una de las grandes figuras del siglo XX y también tuvo relación con el «problema de Monty Hall». En la biografía de Erdös escrita por Paul Hoffman, The man who loved only numbers, se comenta cómo otro matemático, Andrew Vázsonyi, habló a Erdös sobre el «problema de Monty Hall», indicándole que la estrategia consistía en cambiar la elección. A ello Erdös respondió que no debía haber diferencia entre ambas estrategias, insistiendo en preguntar a Vázsonyi por la razón de su tesis, por lo que este, finalmente, recurrió a realizar una simulación en el ordenador que «mostraba» la diferencia entre ambas estrategias (algo parecido a lo que ya he sugerido: experimentar). Viendo el resultado de la simulación, Erdös se quedó un poco más tranquilo, pero eso no es suficiente para un matemático y aún menos para él: una simulación o una experimentación puede dar idea de qué es lo que ocurre, pero las pruebas y las deducciones deben hacerse conforme a los axiomas o reglas del juego que dan solidez a la matemática. La historia no termina ahí: estuvieron comentando el problema en una visita de Erdös a Ron Graham, que también era matemático, poseedor de un record Guinness por utilizar el número más grande aparecido en una prueba matemática y, además, receptor de la correspondencia de Erdös, dado que éste no tenía un domicilio fijo, un trabajo fijo o una casa propia. Graham indicó a Erdös que era necesario saber de antemano que el presentador siempre va a dar la oportunidad de cambiar la elección. Con esa explicación Erdös quedó conforme: parece que en ninguno de los enunciados anteriores se decía eso explícitamente.


    La teoría de probabilidad es fuente de muchas paradojas y de malas aplicaciones y de difícil comprensión. Jean Le Rond D’Alembert, colaborador de Denis Diderot en la Encyclopédie y uno de los que prepararon el camino para la Revolución Francesa, fue elegido miembro de la Academia de Ciencias con veinticuatro años y, posteriormente, nombrado secretario perpetuo de la misma. Aun así, estaba convencido de que la probabilidad de obtener una «cara» en dos lanzamientos de una moneda es de 2/3, ya que se paraba el proceso si salía una «cara» en el primer lanzamiento; para él los casos posibles eran C, +C, ++. Otra vez tenemos que el error que aparece consiste en una suposición incorrecta: sus tres casos no son equiprobables, y podemos comprobarlo lanzando siempre la moneda dos veces (aunque el juego pare si se obtiene cara en el primer lanzamiento). Los casos posibles (y equiprobables) son CC, C+, ++, +C y los favorables son 3, con lo que la probabilidad real es de [image: ]. D’Alembert no se convenció de su error cuando se lo hicieron notar, pero sí escribió que para el cálculo de probabilidades debía recurrirse a la experimentación siempre que fuera posible. Si él hubiera lanzado la moneda y anotado los resultados, se habría dado cuenta de su error.


    


    [image: ] Una apuesta


    


    Terminaremos el capítulo olvidándonos de la combinatoria y la probabilidad para hacer una broma con la que sorprender a los amigos, convirtiéndonos en trileros por unos momentos. Partiremos con los vasos en la posición que se muestra en la figura 47.


    


    [image: ]


    


    FIGURA 47. Posición inicial.


    


    1. En primer lugar, indica que el objetivo del juego es poner los tres vasos boca arriba.


    2. Enuncia las reglas del juego: sólo se pueden mover dos vasos adyacentes en cada movimiento y únicamente está permitido hacer dos movimientos.


    3. Muestra cómo se resuelve el problema: coge los vasos situados más a la izquierda, uno con cada mano, y voltéalos al mismo tiempo. Llegarás a la posición de la figura 48.


    4. Coge ahora los dos vasos de la derecha y dales la vuelta. Ya tendrás los tres vasos boca arriba.


    


    [image: ]


    


    FIGURA 48. Primer paso.


    


    5. Di que vas a volver a voltearlos para que alguien intente hacer lo que acabas de realizar. Pon los vasos como se indica en la figura 49.


    6. Recuerda las instrucciones: dos vasos adyacentes y siempre de dos en dos.


    


    [image: ]


    


    FIGURA 49. Posición para otros.


    


    Tus amigos no podrán hacer lo que has hecho tú. ¿Sabes por qué? Observa la figura. Verás que la posición que se indica como punto de partida para que lo resuelvan los amigos es justamente la posición inversa de la posición original de los vasos con la que tú has hecho los juegos. Parece un detalle sin importancia, pero es fundamental, y todo vuelve a ser una cuestión de paridad: si siempre volteas dos vasos, la paridad del número de vasos boca arriba se conserva. Cuando tú realizas el juego, partes de un vaso boca arriba; en el siguiente paso, tienes un vaso boca arriba; y finalmente tienes tres boca arriba. Cuando animas a otros a hacerlo, partes de una situación con dos vasos boca arriba; al dar la vuelta a dos, podrás tener dos boca arriba o ninguno boca arriba; y lo mismo ocurre al final del segundo movimiento: debe quedar un número par (o cero) de vasos boca arriba, con lo que pides hacer un imposible.

  


  
    


    7.


    


    La medida del tiempo

  


  
    


    Elige un número en el interior del recuadro, rodéalo con un círculo y tacha todos los números que hay en su misma fila y su misma columna. Elige otro de los números que estén sin tachar, rodéalo y tacha todos los números que están en su misma fila y columna. Elige un tercer número y vuelve a hacer la operación anterior. Ya sólo habrá un número sin tachar en el interior del cuadrado, rodéalo también con un círculo y recuerda que fuiste eligiendo los que tú querías, con lo que no puedo tener control sobre esos cuatro números. Suma los números que has rodeado. Comprueba que el resultado coincide con el número de cartas que tiene una baraja de póquer (sin contar los comodines).


    


    [image: ]


    


    
      Los pitagóricos llamaron al número 7 «virgen sin madre», se adoptó como símbolo de virginidad y posteriormente se identificó con Atenea. 7 son los días de la semana, nombrados según los cinco planetas conocidos, el sol (Dios) y la luna. Es un número que ha sido mitificado en todas las culturas.

    


    


    Calendarios


    


    A todo el mundo sorprende el paso del tiempo, y los encargados de establecer y elaborar calendarios han sido los astrónomos (fundamentalmente, matemáticos), aunque en alguna época fueron también confundidos con los astrólogos. Julio César estableció el calendario juliano en el año 45 a. C., ayudado por Sosígenes, un astrónomo egipcio. Estableció que el año fuera de 365 días, divididos en 12 meses, de los cuales seis tenían 31 días; cinco tenían 30 días; y febrero, 29. Como el tiempo que tarda la tierra en dar una vuelta alrededor del sol es aproximadamente de 365 días y 1/4, dispuso que cada cuatro años se añadiera un día más al mes de febrero, para efectuar una corrección que permitiera igualar el año oficial al año astronómico. También (como político que era) quiso que siempre se le recordara; y así, el mes conocido como quintillis pasó a ser «julio». Su sucesor, Augusto, no quiso ser menos que él e impuso su nombre al mes siguiente a julio; y, como deseaba que también tuviera 31 días, quitó otro día más a febrero (que así se quedó con 28, salvo los años que son bisiestos).


    A pesar de la precaución que se tuvo de añadir un día a los 365 cada cuatro años para acordar el calendario juliano con el año solar, su aproximación tenía un error anual de 11 minutos y 14 segundos. Debido al error acumulado, ocurrió que en 1582 el equinoccio de primavera tuvo lugar el día que, según el calendario oficial, era el 11 de marzo y no el 21 del mismo mes, tal como debía ser. Como la fecha de la Semana Santa viene regida de tal modo que la Pascua de Resurrección coincida con la primera luna llena de la primavera, ese desajuste en las fechas ocasionaba un problema religioso, lo que llevó al papa Gregorio XIII a decidir que debía corregirse esa irregularidad, decretando que el día siguiente al 4 de octubre de 1582 pasara a ser el 15 de octubre. También dispuso que los años divisibles por 100 sólo serían bisiestos si eran divisibles por 400. En la mayor parte de Europa el calendario gregoriano se comenzó a utilizar en la fecha dispuesta por el papa, pero en Inglaterra y las colonias inglesas americanas no se hizo el cambio hasta septiembre de 1752. Esto ha supuesto un hecho, cuando menos, curioso: el 23 de abril de 1616 falleció Miguel de Cervantes —en España se celebra todos los años el Día del Libro como conmemoración de esa fecha—; y da la casualidad de que William Shakespeare también falleció el 23 de abril de 1616, pero ambos literatos, aunque murieron en la misma fecha, no murieron el mismo día: Shakespeare falleció 10 días más tarde, debido al desfase entre el calendario juliano (utilizado en Inglaterra en ese momento) y el gregoriano. Anton Aubanell, un excelente profesor de matemáticas que hace magia con pompas de jabón, encontró que en las actas del Capítulo de la catedral de Girona de octubre de 1582 se pasa de reflejar la reunión del miércoles 3 de octubre a la del viernes 15 de octubre, sin explicar nada sobre el cambio de calendario. ¡Mágicamente desaparecieron días! En Rusia se adoptó el calendario gregoriano en 1918; y en Grecia, en 1923.


    Para la medida del tiempo los ordenadores cuentan segundos. El sistema operativo Unix internamente expresa el tiempo en segundos contados desde el 1 de enero de 1970. Si es necesario referirse a fechas anteriores a ese punto de inicio, utiliza números negativos. Los sistemas IBM calculan los segundos desde el 1 de enero de 1900. Los sistemas operativos de Microsoft Windows de 32 bits cuentan el tiempo desde el 1 de enero de 1601, aunque la hoja de cálculo Excel de esa misma empresa emplea como inicio de sus fechas el 31 de diciembre de 1899, para ajustar un error de su antecesor Lotus 1-2-3, que suponía bisiesto al año 1900. Todos estos sistemas usan aritmética módulo 60 para implementar el segundero, módulo 3600 para calcular la hora y módulo 86400 para calcular días. Este modo decimal de calcular el tiempo también se utiliza en astronomía: John Herschel propuso utilizar días julianos, que se cuentan a partir del mediodía del primer día del año 4713 a. C.; y actualmente se ha añadido al cómputo la parte fraccionaria correspondiente al día y hora en curso. Así, la fecha del 16 de agosto de 2006, a las 10:28:29, se representa como J2006,622462. Esta notación decimal permite una referencia constante y fiable para el estudio de la posición de estrellas y otros elementos celestes. También en los libros, telefilmes y películas de Star Trek se utiliza una «fecha estelar» con formato decimal.


    Cardano, que era aficionado a la astrología, fue acusado de herejía en 1570 por elaborar el horóscopo de Jesucristo. Esto supuso que tuviera que abandonar la Universidad de Bolonia, donde era profesor de Medicina. Incomprensiblemente (dado lo que motivó su marcha de la Universidad), fue astrólogo oficial del Vaticano hasta su muerte, que tuvo lugar en 1576, siendo papa Gregorio XIII. Cardano tuvo problemas con el calendario: se cuenta que había predicho la fecha de su muerte y como el día en cuestión se encontraba bien de salud, para no fallar en la predicción, tuvo que provocar su fallecimiento suicidándose. Una pena.


    Cardano no ha sido el único en tener problemas con el calendario y las fechas. Siempre al final de un milenio aparecen los catastrofistas que piensan que el mundo se va a terminar. El final del siglo XX añadió una novedad: el llamado efecto 2000 que obligó a cambiar ordenadores, cajas registradoras o incluso sistemas de control de ascensores. En parte había motivos fundados, pero lo que más destacó fue el negocio asociado al cambio de aparatos con calendario. Cuando se construyeron los primeros ordenadores se utilizó un código de dos dígitos para representar el año: así, 77 quería decir 1977 y 99 se refería a 1999. ¿Qué pasaría el minuto que seguía a las 23:59 del 31 de diciembre de 1999? Podría ocurrir que los sistemas se comportaran como si se tratase del 1 de enero de 1900 y eso podía originar algunos inconvenientes: pensemos, por ejemplo, en los intereses de una cuenta bancaria, que serían negativos. Se prepararon programas para corregir el defecto en el diseño original de los ordenadores y, afortunadamente, todo salió bien (al menos hasta donde tenemos conocimiento de la situación).


    La baraja de cartas también tiene similitud con el calendario: es inmediato darse cuenta de que el número de estaciones del año coincide con el de palos de la baraja o de que el número de cartas de una baraja, 52, es igual al de las semanas que tiene un año. Además, podemos encontrar doce figuras, que pueden ser relacionadas con los doce meses. La suma de los valores en cada palo es de 1 + 2 +…+ 13 = 91, el número de días en un trimestre; y, consecuentemente, la suma de valores de todas las cartas del mazo es 91 x 4 = 364: añadiendo un comodín, nos da como resultado los 365 días del año y aún nos queda un segundo comodín para utilizar en los años bisiestos.


    


    [image: ] Adivinación del día de la semana


    


    En el juego que voy a describir a continuación no haré predicciones arriesgadas como la que hizo Cardano, sino que mostraré un juego clásico de mentalismo cuya presentación habitual hace gala de las capacidades memorísticas del mago. Este juego consiste en la adivinación del día de la semana en que cayó determinada fecha; para la ejecución de ese juego solamente se necesitan conocimientos de teoría aritmética elemental (sumas y divisiones). Con el fin de facilitar la comprensión del procedimiento, nos vamos a fijar una fecha: el 14 de marzo de 1879, día del nacimiento de Albert Einstein; tú podrás, como te indico, elegir la tuya.


    


    1. Piensa una fecha importante para ti (día, mes y año). Intenta recordar qué día de la semana era.


    2. Si no lo sabes con certeza, utiliza otro recuerdo para el que sí sepas en qué día de la semana tuvo lugar. El 14 de marzo de 1879 era viernes.


    3. Divide los dos últimos dígitos del año entre 4. Suma el cociente hallado a los dos dígitos originales. 79:4 = 19; 19 + 79 = 98.


    4. Suma al número que tienes calculado ahora el dígito correspondiente al mes, de acuerdo con la tabla de la figura 50. Marzo = 3; 98 + 3 = 101.


    5. Suma ahora el día del mes de la fecha elegida. En nuestro ejemplo es 14; 101 + 14 = 115.


    6. Suma 6 si la fecha es del siglo xxi o del año 2000; nada si es del siglo xx o del año 1900; 2, si es del siglo xix o de 1800; 4, para el siglo xviii y 1700; y 6, para 1600 y el siglo xvii. Para la última parte del siglo xvi (desde 1582) tampoco sumaríamos nada. 115 + 2 = 117..


    7. Si el año es bisiesto y el mes es enero o febrero, resta 1 al número que tienes. Nada.


    8. Divide por 7 el número que te ha resultado. Fíjate en el resto. 117:7 da un cociente de 16 y un resto de 5; recordaremos el 5.


    9. La fecha se calcula con la siguiente asignación: 1-lunes, 2-martes, 3-miércoles, 4-jueves, 5-viernes, 6-sábado, 0domingo. El 14 de marzo de 1879 era viernes.


    


    
      
        	Enero

        	1

        	Abril

        	0

        	Julio

        	0

        	Octubre

        	1
      


      
        	Febrero

        	4

        	Mayo

        	2

        	Agosto

        	3

        	Noviembre

        	4
      


      
        	Marzo

        	4

        	Junio

        	5

        	Septiembre

        	6

        	Diciembre

        	6
      

    


    


    FIGURA 50. Claves para los meses.


    


    Semanas y aritmética módulo 7


    


    El juego que acabo de describir no debería ser demasiado sorprendente para un matemático, ya que es fácil darse cuenta de que, empezando por un lunes, pasados 7, 14, 21 o 28 días, volverá a ser lunes. Transcurridos 100 días —el mítico número que deben superar los gobernantes en su mandato—, el día de la semana habrá avanzado dos lugares: 100 días representan 14 semanas y quedan aún dos días de resto; así, si el día inicial era un domingo, pasados 100 días, estaremos en un martes. Para saber el día de la semana no nos importa el cociente, sino que lo fundamental es el valor del resto de la división. Cuando trabajamos con semanas, resulta que 5 + 5 = 3. No, no he enloquecido. ¿Cómo debemos interpretar esa fórmula? Es fácil: el primer cinco representa un viernes (quinto día de la semana); el segundo cinco indica que transcurren 5 días más, con lo que llegamos al miércoles (que queda representado por el número 3, por ser el tercer día de la semana). Podríamos haber calculado esto, sin necesidad de pensar en qué estábamos haciendo, simplemente sumando 5 + 5 = 10 del modo habitual, dividiendo esta suma entre 7 y quedándonos con el resto, que en este caso es 3. Para representar el domingo podríamos tener dudas en cuanto a la utilización del 0 o del 7; normalmente, pensamos en el domingo como en el séptimo día de la semana y debería asociarse entonces al 7, pero también es el día anterior al primero de una nueva semana, con lo que tiene sentido que sea representado por el 0. De hecho, en la aritmética módulo 7 los dígitos que se utilizan son 0, 1, 2, 3, 4, 5 y 6; y, en general, en la aritmética módulo n se utilizan los dígitos de 0 a n – 1. Ya habíamos encontrado otro ejemplo similar: en el capítulo 2 hablábamos de paridad. Si representamos un número par por 0 y uno impar por 1, vemos que se cumplen las reglas de par + par = par; par + impar = impar; impar + par = impar; impar + impar = par. De acuerdo con nuestro convenio, se representarían por 0 + 0 = 0, 0 + 1 = 1, 1 + 0 = 1, 1 + 1 = 0; y podemos observar que no siempre «uno más uno son dos» o «dos más dos son cuatro». Volveremos a la aritmética modular en el capítulo 9.


    Una vez introducida la mecánica de la aritmética modular, podemos pasar a la explicación del juego anterior. Debo decir que el método que hemos utilizado se debe ni más ni menos que a Lewis Carroll. Ha sido adaptado posteriormente por diversos autores, como Royal V. Heath, mago creador de muchos efectos con fundamento matemático, recopilados en su libro Mathemagic: Magic, Puzzles and Games with Numbers, Martin Gardner o Wenceslao Ciuró, siempre con una ligeras variaciones respecto al original. Una de ellas es la adición de los números que se indican en el quinto paso del algoritmo: «Añadir 5 días...». Podíamos también haber cambiado los números clave para los meses y no tener que sumar esas cantidades. Ahí difieren precisamente las versiones de Heath y Gardner respecto a la de Ciuró. Los números que propone Heath son particularmente fáciles de recordar para los aficionados a las matemáticas; si los leemos por columnas, vemos: 144, 025, 036, 146. Los tres primeros son cuadrados perfectos (144 = 122; 025 = 52; 036 = 62) y el último es dos unidades mayor que el primero, pero la práctica nos ha demostrado que, para castellanoparlantes, es muy útil el método que describe Ciuró en Mnemotecnia Teatral: modificar una letra en el nombre de cada mes para recordar más fácilmente cuál es el número que tiene asociado. Así tendríamos


    


    eneZo 0, febreTo 3, marTo 3, abriS 6, mayU 1, juniCo 4, juliSo 6, agosDo 2, semptienCI 5, octuZo 0, novienTe 3, dicienCI 5


    


    (las letras en mayúscula nos indican el número: Z recuerda cero, T tres, S seis, U uno, C cuatro, D dos, CI cinco).


    


    Y, ya puestos a hacer correcciones, hemos aprovechado para indicar las correcciones oportunas para otros siglos. El procedimiento es el ya descrito: debemos contar cuántos días tiene un siglo. El siglo XX ha tenido 36525 días (este número proviene de la suma de los 365 días de cada uno de los 100 años que componen el siglo, a los que hemos añadido uno por cada uno de los 25 años bisiestos contenidos en él); sin embargo, el siglo XIX tuvo 36524 días (puesto que hubo sólo 24 años bisiestos en él: 1900 no fue bisiesto). La división de 36525 entre 7 nos da un resto igual a 6, con lo que el desfase, en cuanto a días de la semana, que existe entre una fecha del siglo XX y la correspondiente del siglo XIX (por ejemplo, el 4 de mayo de 1997 y el 4 de mayo de 2097) es de 6 días: la primera de las fechas era un domingo, la segunda tendrá lugar un sábado. El desfase entre fechas correspondientes a siglos consecutivos es de 5 días, siempre que no estén involucrados años que sean múltiplo de 400.


    El éxito de este juego radica en la capacidad de hacer las operaciones mentalmente y con suficiente rapidez. Las operaciones que hay que hacer son sencillas y con un poco de práctica se pueden realizar velozmente. La presentación habitual procura borrar del juego todo lo que haga parecer que tiene que ver con algún tipo de cálculo, porque este juego de mentalismo habitualmente se muestra haciendo gala de las aptitudes memorísticas del ilusionista, que ha memorizado el calendario correspondiente a cientos de años (pareciendo así que tiene capacidades mentales superiores a las del resto de la humanidad). Quizás es el juego de magia que más practico: desde que empecé a ensayarlo no utilizo calendario puesto que para planificar reuniones o viajes inmediatamente sé el día de la semana en el que cae una determinada fecha. Y además resulta muy sorprendente de cara a otras personas.


    


    [image: ] Semanas y sumas


    


    La disposición de los calendarios en filas y columnas ofrece muchas posibilidades mágicas. Una de ellas es la descrita en la introducción al capítulo, que comentaré un poco más adelante. Será necesario que utilices un calendario, da igual el mes y el año, y también necesitarás la ayuda de alguien a quien puedas hacer el juego. Como preparación previa es necesario que conozcas la suma de los números correspondientes a la columna de los jueves. A título de ejemplo utilizaremos el calendario mostrado en la figura 51, correspondiente a septiembre de 2006.


    


    1. Como preparación (y antes de empezar), efectúa la suma de las cifras correspondientes a los jueves del calendario y recuerda ese valor. En nuestro ejemplo: 7 + 14 + 21 + 28 = 70.


    2. Vuélvete de espaldas. Estarás así hasta el final del número.


    3. Pide a tu ayudante que tache un día en cada semana. Es muy importante que no se tachen dos días en una misma línea horizontal; aunque no ocurre nada si se tachan varios en una misma vertical. En el ejemplo he tachado un sábado, un miércoles, otro sábado, un martes y un lunes. Obsérvese que hay dos sábados tachados.


    4. Recuerda que no sabes cuáles son los números correspondientes a los días que ha tachado. Pregúntale, no obstante, cuántos lunes ha tachado (la respuesta será un número de 0 a 5), cuántos martes, y así con todos los días de la semana.


    5. Secretamente, por cada día tachado suma o resta las cantidades que figuran en la siguiente tabla:


    


    
      
        	Lun.

        	Mar.

        	Mié.

        	Jue.

        	Vie.

        	Sáb.

        	Dom.
      


      
        	-3

        	-2

        	-3

        	0

        	1

        	2

        	3
      

    


    


    Resta esa cantidad total a la suma que habías calculado en el primer paso. En el ejemplo tenemos un lunes: –3; un martes: –2; un miércoles: –1; dos sábados: 2 x 2 = 4. Las sumas y restas nos dan un resultado de –3 –2 – 1 + 4 = –2, que, sumado a 70, la cantidad del primer paso, arroja un valor de 70 – 2 = 68.


    6. Pide al ayudante que sume los números correspondientes a los días que ha elegido tachar y que tú desconoces. 2 + 6 + 16 + 19 + 25 = 68.


    7. Ejercita tus dotes teatrales para decirle que el total que acaba de calcular es el que tú has calculado en el paso 5. En nuestro caso habíamos hallado que era 68, número que efectivamente coincide con el calculado por el espectador-ayudante.


    


    [image: ]


    


    FIGURA 51. Semanas y sumas.


    


    Observación importante: en el caso de que la última semana del mes termine en lunes, martes o miércoles (e.g., en octubre de 2006, el día 31 es un martes: véase la figura 52) o el mes comience en sábado o domingo (como también es el caso de octubre de 2006, que comienza en domingo), tenemos dos salidas dignas, ya que el juego tal como está descrito no funciona. La primera de ellas es decir que las semanas que contienen menos de 4 días del mes con el que estamos jugando no se consideran en el juego y, por tanto, no se tachará ningún número en ellas. La otra, más elegante, consiste en asignar al jueves de esa semana el valor que le correspondería (siguiendo con el ejemplo de octubre de 2006, el jueves 28 de septiembre se contaría como el «–2 de octubre», y el jueves 2 de noviembre debería considerarse como el «33 de octubre»), para así incluir esos jueves ficticios en la suma de todos los del mes y realizar el juego sin complicación.


    


    [image: ] Dibuja un cuadrado


    


    Este juego generaliza el que he utilizado en la introducción al capítulo. Se puede hacer señalando cuadrados de diferentes tamaños sobre la hoja de calendario, tal como se describe en la figura 52. La descripción de la realización es independiente del tamaño del cuadrado señalado.


    


    1. Pide a un espectador que recuadre, en una hoja de calendario, un cuadrado numérico.


    2. Si el cuadrado es 2 x 2 o 4 x 4, debes fijarte en la suma de dos números diagonalmente opuestos (es indiferente considerar la diagonal principal o la secundaria). Recuerda esa cantidad. En el ejemplo tenemos: 16 + 24, 5 + 21 o 2 + 26; también podrías considerar: 17 + 23, 7 + 19 o 5 + 23. Si el cuadrado es 3 x 3, recuerda el número central del cuadrado.


    3. Vuélvete de espaldas. Mientras estás de espaldas al público, escribe en un papel el doble del resultado de la suma que acabas de hacer (en el caso de cuadrados 2 x 2 y 4 x 4). Si el cuadrado es 3 x 3, escribe el triple del número situado en el centro del cuadrado. Introdúcelo en un sobre y entrega éste a otro espectador.


    4. Invita al espectador a rodear uno de los números del interior del cuadrado con una circunferencia. Pídele que tache todos los que están en su misma fila y en su misma columna.


    5. Pide que haga lo mismo con otro de los números que no estén tachados: que lo rodee y después tache todos los números del cuadrado alineados con él.


    6. Da instrucciones para que siga con ese proceso hasta que quede un número sin tachar. Pide que lo rodee. Ese proceso será de dos pasos en cuadrados 2 x 2; de tres pasos en cuadrados 3 x 3; o de cuatro pasos en cuadrados 4 x 4.


    7. Solicita que sume las cifras circundadas y que diga el valor de la suma en voz alta.


    8. Pide que abran el sobre con la predicción y comprueben que era correcta.


    


    [image: ]


    


    FIGURA 52. Cuadrados en calendarios.


    


    Relaciones numéricas en filas y columnas


    


    En un calendario se observan a simple vista dos relaciones numéricas: fijémonos en un elemento cualquiera de una hoja de calendario, preferentemente un número que se encuentre en la parte central de la hoja. Instantáneamente nos damos cuenta de que difiere en una unidad de los números que están a su derecha y a su izquierda; y tampoco es mucho más difícil verificar que ese elemento difiere 7 unidades de los situados inmediatamente encima y debajo de él.


    Pensemos, en primer lugar, en el juego llamado «semanas y sumas». En ese juego se indica al mago que sume secretamente los números correspondientes a todos los jueves del mes. La frase «estás en medio como el jueves» nos puede dar una idea de por qué sumamos los valores correspondientes a estos días: el jueves funciona como una centralización del resto de valores de esa semana. Así, si en nuestro juego el espectador hubiese tachado todos los jueves, ya tendríamos el total de la suma (es el que conocíamos secretamente desde el comienzo del juego). De este modo, si en una semana ha elegido tachar un sábado en lugar de un jueves, debería añadir dos unidades a lo previamente calculado; mientras que si se decanta por un lunes, debería restar tres unidades (recordemos que en nuestra particular aritmética modular se verifica que lunes + 3 = jueves). Haciendo estas correcciones en cada una de las semanas del mes, obtendríamos el total de la suma de los valores tachados por el espectador. En el caso de que tuviésemos semanas incompletas, la solución sugerida en la observación lo único que tiene en cuenta es el valor que correspondería a los jueves primero y último. El llamar al 2 de noviembre «33 de octubre» no debe asustar, ya que estamos acostumbrados al refrán popular: «Hasta el 40 de mayo no te quites el sayo», para referirnos al 9 de junio. Los dichos también hacen uso, que suele pasar desapercibido, de las matemáticas.


    Una matriz es un «aparato matemático» consistente en números dispuestos en filas y columnas. Esta definición no es totalmente rigurosa, pero lo que perdemos en rigor lo ganamos en claridad en la exposición. Ya hemos encontrado más matrices en estas páginas: los cuadrados mágicos, los calendarios (siempre que se rellenen los «huecos» que dejan las semanas incompletas) o las tarjetas de adivinación basadas en el sistema binario (también rellenando los huecos, por ejemplo, con ceros) son matrices. El tamaño de una matriz indica el número de filas y el número de columnas que tiene. Así, las correspondientes a los calendarios son matrices 5 x 7. El cuadrado mágico representado por Alberto Durero sería una matriz 4 x 4, y el cuadrado mágico del Chui-chang suan shu es una matriz 3 x 3. En general, a las matrices que tienen el mismo número de filas que de columnas se las denomina matrices cuadradas. Las matrices, entre otras aplicaciones, permiten resolver de modo simultáneo varios sistemas de ecuaciones lineales.


    Analizaremos ahora el juego que hemos llamado «dibuja un cuadrado». Nos vamos a referir primero al caso de tamaño 4 x 4.


    


    
      
        
          	A

          	A + 1

          	A + 2

          	A + 3
        


        
          	B

          	B + 1

          	B + 2

          	B + 3
        


        
          	C

          	C + 1

          	C + 2

          	C + 3
        


        
          	D

          	D + 1

          	D + 2

          	D + 3
        

      

    


    


    Observemos que al elegir un elemento en un cuadrado 4 x 4 y tachar toda su fila y toda su columna, se fuerza a que el siguiente número que se elija esté tanto en una columna como en una fila diferente del primero. Este proceso hace que al final los 4 números destacados estén en filas y columnas distintas. Mirando el esquema anterior, vemos que, cualquiera que sea la elección que hagamos, la suma no puede ser otra que A + B + C + D + 1 + 2 + 3. Como consideramos calendarios, aún tenemos más información: B = A + 7; C = A + 14; D = A + 21; y así la suma es, simplificando: 4A + 48 = 2 x (A + D + 3); es decir, se obtiene sumando los dos elementos extremos en la diagonal y multiplicando el resultado por dos. Por cierto, hay 24 posibles elecciones de 4 números estando en filas y columnas diferentes. Pensemos en la primera columna: tenemos 4 posibilidades de elección de fila; para el elemento elegido de la segunda columna nos quedan tres posibilidades; y para el de la tercera, 2. El elemento de la cuarta columna ha de ser el único que nos queda. Recapitulando, las posibilidades de elección que tenemos son: 4 x 3 x 2 x 1 = 4! = 24, que es el número de permutaciones de cuatro elementos. Esta distribución de elementos elegidos en filas y columnas diferentes se utiliza, por ejemplo, en el cálculo de determinantes.


    Si el cuadrado que consideramos es 3 x 3, al elegir un elemento de cada fila y cada columna, nos va a quedar siempre algo de la forma A + B + C + 1 + 2. Recordando, como antes, que B y C se pueden calcular en función de A, llegamos a que el valor de la suma siempre es 3A + 24 = 3 x (B + 1); es decir, que la suma es el triple del número central del cuadrado.


    Para el cuadrado 2 x 2 la idea es la misma que para el de tamaño 4 x 4, pero mucho menos atrayente. Puede funcionar mejor otra modalidad de presentación: vuelto de espaldas, pide al espectador que señale un cuadrado 2 x 2 y sume todos los números contenidos en él. Inmediatamente, sin darle tiempo a reaccionar, puedes decir cuáles son los días encerrados dentro del cuadrado: divide por 4 ese número y resta 4 al resultado. De ese modo conseguirás el menor de los números del cuadrado (el de la esquina superior izquierda). A partir de él, los demás se obtienen inmediatamente (sumando 1, 7 u 8).


    


    [image: ] El horóscopo


    


    Como tenemos abandonadas las cartas desde hace mucho tiempo, volveremos a ellas, aunque no sea más que para recordar alguna otra de sus propiedades matemáticas. No debemos olvidar que las cartas también aparecen ligadas a los «astrólogos» del siglo XX, aunque no utilizaremos un tarot. Para este juego necesitaremos separar dos palos de la baraja y, de cada uno de ellos, solamente utilizaremos las cartas con valores comprendidos entre el as y el 7. También podemos utilizar dos juegos de 7 tarjetas de visita, sobre las que escribiremos, en lugar de números, los nombres de los días de la semana. Voy a describir un procedimiento para que tú mismo te «eches las cartas» y, de paso, veas el fundamento matemático de la adivinación.


    


    1. Ordena uno de los conjuntos de 7 cartas del as al 7 (o del lunes al domingo). Sitúa sobre la mesa esas cartas, cara arriba, ordenadas, de izquierda a derecha y déjalas ahí.


    2. Ordena el otro conjunto de cartas también del as al 7, de modo que cuando la baraja esté dorso arriba, la primera de las cartas sea el as y la de abajo del montón, el 7. No extiendas este conjunto: las siguientes operaciones las vamos a hacer sólo con él.


    3. Ahora haremos operaciones para alterar el orden de las cartas de este segundo conjunto. Comienza cortando en dos partes y completando el corte.


    4. Reparte en dos montones, alternativamente a derecha e izquierda y dorso arriba, las siete cartas.


    5. Coloca un montón sobre el otro, en el orden que quieras. Si quieres, corta el mazo y completa el corte.


    6. Para desordenar un poco más las cartas, vuelve a repartirlas en dos montones a derecha e izquierda.


    7. Pon uno de los montones sobre el otro. Corta y completa el corte, si lo deseas.


    8. Vuelve a repartir una vez más en dos montones. Pon un montón sobre el otro.


    9. Ya habremos desordenado bastante la baraja. Levanta la carta de arriba del mazo y mira cuál es su valor (si estás siguiendo estas instrucciones con otra persona, verás que habéis llegado a valores distintos: la suerte es la que ha decidido qué carta se ha situado arriba).


    10. Pasa, de una en una, tantas cartas de arriba abajo como indica el valor del naipe que has visto, contándole (e.g., si era un 2, debes pasar, de una en una, las dos primeras cartas del mazo de arriba abajo).


    11. ¿Preparado para la suerte? Vas a situar las cartas en una fila paralela a las que ya tienes sobre la mesa. Para ello das la vuelta al mazo de forma que se vean las caras y la primera carta que salga la sitúas debajo del as (correspondiente al lunes); la segunda, debajo del 2... y la última, debajo del 7, correspondiente al domingo.


    12. Lectura del horóscopo: si no coincide el valor de ninguna de las cartas de la segunda fila con la que se encuentra encima de ella, vas a tener una semana horrible. Si coincide una carta, la semana será un poco mejor. Si coinciden las siete, será una semana fantástica (sin ánimo comercial). ¿Cómo te ha ido?


    


    Horóscopo y potencias de 2


    


    De nuevo nos aparecen las potencias de dos (y, si quisiéramos, el sistema binario) en el juego anterior. Si al realizar éste has seguido las instrucciones correctamente, seguro que el horóscopo ha salido muy favorable. Si no has tenido ninguna coincidencia en las cartas, piensa que, con seguridad, en algún paso has hecho algo completamente al revés de lo que se indicaba: puedes haber ordenado las cartas de modo inverso al sugerido o en el último paso se te ha olvidado volver el mazo por completo, para que así la carta que estaba debajo del montón fuera la primera en repartirse.


    Para analizar las propiedades matemáticas del juego, puede ser interesante hacerlo esta vez repartiendo las cartas, viendo qué es lo que ha sucedido en cada paso. Lo primero que debemos comentar es que hacer un corte en una baraja cambia el orden en la misma, pero éste se mantiene cíclicamente. En el proceso que voy a describir no efectuaremos cortes.


    Primer reparto. En el primer reparto se separan las cartas en pares e impares. Los valores de dos cartas repartidas consecutivamente se diferencian en una unidad. Consecuentemente, en cada montón las cartas se diferencian en dos unidades. En un montón quedan 1, 3, 5 y 7; y en el otro, 2, 4 y 6. Tal como se encuentran, cara arriba, situaremos el montón de las pares sobre las impares. Ahora ponemos el montón dorso arriba para repartir, para repetir el proceso en las mismas condiciones que antes.


    Segundo reparto. Las cartas que ahora se van repartiendo se diferencian en 2 unidades, lo que hace que las cartas que quedan en el mismo montón se diferencien en 4 unidades. Poniendo ahora los montones cara arriba, veremos que uno está formado por 2, 6, 3 y 7; el otro, por 4, 1 y 5. Puede parecer que eso contradice que los valores de las cartas se diferencian en 4 unidades, pero no es una contradicción si recordamos la aritmética modular: 1 + 4 = 5 (sin problemas), 5 + 4 = 9 (correcto si recordamos que 9 = 2 módulo 7; o, en términos sencillos, que viernes + 4 = martes). En el otro montón ocurre algo similar: 7 + 4 = 11 = 4 módulo 7. Situando el segundo bloque sobre el primero, nos disponemos a repartir por tercera vez.


    Tercer reparto. Antes de repartir pensaremos qué es lo que nos va a dar como resultado. Las cartas ahora están separadas cuatro unidades, con lo que las cartas que queden unas encima de otras estarán separadas 8 unidades, que es lo mismo que tener una separación de 1 unidad (recordemos el funcionamiento de la aritmética modular).


    El paso de cartas de arriba abajo que aparecía sirve para que el orden cíclico que tenemos sea un ciclo que empiece por 1.


    Hemos vuelto a la aritmética modular, que es la que se acostumbra a utilizar con las fechas y se podría utilizar aún mejor si todos los meses y todos los años tuvieran el mismo número de días. Ha habido intentos de cambiar el calendario gregoriano que utilizamos por un calendario mucho más regular, tal como un calendario decimal. Ese cambio traería muchas ventajas, pero nos privaría de sorpresas como la que nos proporcionaba el juego anterior.

  


  
    


    8.


    


    Atando cabos

  


  
    


    Prepara un trozo de cuerda de 1 m, aproximadamente. Cruza los brazos y, siguiendo con los brazos cruzados, sujeta con los dedos índice y pulgar de la mano izquierda el extremo izquierdo de la cuerda; y con el índice y pulgar de la mano derecha, el extremo derecho. Sin soltar la cuerda, pon los brazos en posición normal (i.e., deja de tenerlos cruzados). ¿Qué aparece en la cuerda?


    


    
      El 8 es el símbolo de la amistad, la plenitud y la reflexión. Es el primer número cubo.

    


    


    Nudos


    


    Los nudos aparecen por todas partes. Normalmente, solemos atarnos los zapatos o hacer un nudo a la corbata. También son útiles cuando embalamos algo. Aunque la teoría de nudos ha comenzado a estudiarse como una disciplina matemática recientemente y se encuentra en pleno desarrollo, los nudos se conocen y se utilizan en esta ciencia desde la antigüedad. Se sabe que en Egipto, para construir ángulos rectos, se utilizaba una cuerda con nudos igualmente espaciados y se componía con ella un triángulo con lados 3, 4 y 5. El triángulo así formado es un triángulo rectángulo. Nos vuelve a aparecer el teorema de Pitágoras; y también vemos que los egipcios ya lo conocían y utilizaban, al menos parcialmente, antes del nacimiento del padre de las matemáticas.
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    FIGURA 53. Método egipcio para construir ángulos rectos.


    


    Casi todos sabemos hacer un nudo en una cuerda, siendo el más sencillo un nudo similar al que hemos obtenido con el método descrito en la introducción al capítulo; los marineros utilizan multitud de nudos diferentes y difíciles de realizar. Para el matemático, los nudos se definen como «curvas cerradas simples en el espacio tridimensional».


    El espacio tridimensional es el espacio en el que nos movemos, a diferencia del espacio bidimensional, que es el plano. Una curva cerrada es una curva que no tiene extremos: es equivalente a suponer que los extremos de la cuerda están pegados (si queremos hacer uso de la imaginación, podemos suponer que los extremos se juntan «en el Infinito»). Que la curva sea simple quiere decir que no se corta a sí misma; por ejemplo, un 8 dibujado en el plano no da lugar a una curva simple (se corta en la parte estrecha), pero un 8 trazado con un trozo de cuerda, pegando luego los extremos de la misma, está en el espacio de tres dimensiones y da lugar a una curva simple.


    El nudo más sencillo es el nudo trivial, que es el que aparece representado en la figura 54 marcado con la letra A. Ese nudo, tal como sugiere su forma, actúa como elemento neutro en el marco de la teoría de nudos. El 8 trazado mediante una cuerda del modo descrito antes también es un nudo trivial. En el nudo C podemos reconocer el nudo que utilizamos habitualmente al atar (eso sí, situado sobre una cuerda con los extremos soldados): es el que se conoce como nudo trilobulado. El nudo B es equivalente al nudo trivial (con ese nudo no seríamos capaces de atar nada) y el nudo D es equivalente al trilobulado. Si no nos fijamos demasiado en la estructura de los nudos B y D y por dónde pasa la cuerda al formarlos, nos podría parecer que ambos son el mismo nudo, pero si cortamos la cuerda por uno de los bucles y tiramos de los extremos, podríamos comprobar experimentalmente cómo ocurrirían cosas diferentes.
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    FIGURA 54. Los nudos trivial y trilobulado.


    


    El estudio de los nudos por los matemáticos ha venido motivado por problemas de la física. Lord Kelvin pensaba que los nudos podían tener que ver con la estructura de los átomos; y otro físico, Peter Tait, enumeró todas las clases de nudos que podían hacerse cruzando siete veces la cuerda, aunque advertía de que podía haber cometido algún error. Casi un siglo después, en 1974, Kennet Perko probó que dos de los nudos que Tait había clasificado como diferentes eran en realidad iguales. Incluir estas fechas y estos datos nos puede anticipar ya la actividad seguida en esta rama de las matemáticas y el desarrollo que va a adquirir. El desarrollo de unos buenos programas de representación gráfica en ordenadores permite avanzar en la teoría de nudos. Un paso clave fue dado por Kurt Reidemeister, que, gracias al afán matemático por simplificar, descubrió que todas las diferentes transformaciones que pueden hacerse sobre los nudos tienen su origen en tres únicos movimientos (parece mentira que, tratándose de sólo tres movimientos posibles, nos cueste tanto desenredar el cable del cargador del teléfono móvil cuando lo dejamos en un cajón sin enrollar).


    Entre las diferentes aplicaciones de la teoría de nudos se encuentra el estudio, por los bioquímicos, del ácido desoxirribonucleico (el famoso ADN, el material genético básico para la vida). James Watson y Francis Crick determinaron, en 1953, la estructura de doble hélice de la molécula de ADN y notaron también que, a menudo, esa molécula se encuentra anudada y no puede desempeñar satisfactoriamente su función. Como en todos los mecanismos que afectan a la vida, hay unas enzimas, las topoisomerasas, que efectúan operaciones sobre la molécula de ADN, anudándola y desanudándola. El ADN bacteriano es siempre circular, algo que no ocurre con el ADN eucariótico (plantas, animales, hongos, protistas) y también es significativamente más corto, por lo que en él es mucho más frecuente y fácil la observación del fenómeno del superenrollamiento y el comportamiento de las enzimas.


    Curiosamente, el estudio matemático de los nudos exige también que sean curvas cerradas. Encontramos una prueba más de que las matemáticas constituyen un campo de conocimiento vivo.


    Los magos también han utilizado (a su manera) mucha «teoría de nudos» en sus espectáculos, debido a la vistosidad y elegancia de los juegos con cuerdas. Esencialmente, todos los juegos en los que intervienen cuerdas son juegos que, de algún modo, involucran conocimientos geométricos y topológicos. Bien sea porque la geometría fundamenta lo que va a ocurrir (por ejemplo, un nudo que acaba deshaciéndose es topológicamente equivalente al nudo nulo) o porque ocurre algo que va contra la intuición geométrica (e.g., una cuerda rota y recompuesta). Nos ocuparemos aquí sólo de la descripción de juegos con un fuerte, aunque sencillo, fundamento geométrico.


    


    [image: ] Nudos a una mano


    


    Los ilusionistas a veces hacen, como complemento al espectáculo de magia, algunas demostraciones de habilidad. Entre ellas está la realización de nudos utilizando una sola mano. El método que voy a describir a continuación tiene una gran belleza escénica. Para su realización es conveniente utilizar una cuerda de unos 80 cm; y, para este fin, funciona bastante bien el cordón «con alma» que puede encontrarse en las mercerías.


    


    1. Coge la cuerda por los extremos y lánzala, despacio, hacia arriba. Es conveniente que ascienda en posición horizontal.


    2. Cuando la cuerda caiga, se le da un golpe, de abajo arriba, con la mano, más o menos en el punto central de la cuerda, como se muestra en el primer esquema de la figura 55.


    3. El golpe que se ha dado a la cuerda hará que sus extremos suban. Hay que pinzar, utilizando los dedos índice y corazón, el extremo de la cuerda, tal como se muestra en el segundo dibujo.


    4. Una vez pinzada la cuerda, se gira la mano, poniéndola en posición vertical. La mano quedará en el interior del bucle formado por la cuerda. Al sacar la mano hacia arriba —siempre sin soltar el extremo que se ha pinzado—, se formará un nudo, tal como se indica en el tercer dibujo de la figura 55.


    


    Desde luego que la primera vez que lo hagamos no va a salir bien, pero con un poco de práctica se puede conseguir. Debes probar distintas posiciones, alturas de lanzamiento... Sigue probando hasta que consigas hacer el nudo, pero no desesperes. Con esto ocurre como con algunas demostraciones matemáticas: la constancia tiene premio. Otro detalle importante es no descuidar la armonía de movimientos en la realización del nudo. Siguiendo estos pasos, se puede hacer un nudo acompañado de una gran belleza plástica.
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    FIGURA 55. Nudo a una mano.


    


    Enlaces


    


    Piensa en la palabra «enlace». ¿Te ha venido a la cabeza una palabra donde al hacer click te lleva a otro resultado vinculado a él? ¿o una invitación de boda, con dos anillos de compromiso entrelazados? La figura de los dos anillos constituye la imagen más simple de lo que representa un enlace en matemáticas: un enlace es una colección de nudos. En el ejemplo que se muestra en la figura 56 aparece representado un enlace formado por dos nudos triviales. Los aros olímpicos constituyen un enlace formado por cinco nudos triviales. En ilusionismo, el clásico juego de los aros chinos acaba, inexplicablemente, formando un enlace de varios aros. Hay rutinas en las que aparecen ocho aros enlazados.
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    FIGURA 56. Enlace.


    


    La simbología de los nudos ha aparecido frecuentemente a lo largo de la Historia: el uso de un anillo (el nudo trivial) en las bodas significaba para los egipcios que la felicidad y el amor no tenían fin. Los celtas empleaban mucho el nudo trilobulado, queriendo representar con él las tres dimensiones humanas: la física, la mental y la espiritual. Posteriormente, este símbolo pasó a usarse por los cristianos para representar la trinidad. Mientras tanto, una parte del rito matrimonial de los romanos consistía en que el marido debía desatar un nudo muy complicado ceñido a la cintura de la esposa. Todavía hoy podemos encontrar en Italia una tradición relativa a nudos y bodas que todavía perdura: las novias deben hacer un nudo con una mano mediante una técnica que no coincide con la que se emplea para realizar el nudo a una mano que hemos descrito antes; la técnica utilizada por las novias italianas utiliza el dedo meñique del modo que se detalla en la figura 57. El proceso es el que sigue:


    


    1. Comenzaremos pasando aproximadamente la mitad de la cuerda por el dorso de la mano y la otra mitad de la cuerda la pasaremos por la palma de la mano, por delante de los dedos índice, corazón y anular, y por detrás del meñique.


    2. Ahora, se pone la mano con el dorso hacia arriba y la palma hacia abajo con un movimiento enérgico. Al hacer el giro, se debe pinzar el extremo señalado con (*) entre los dedos índice y corazón.


    3. Sin deshacer la pinza formada entre los dedos índice y corazón y sin soltar ese extremo de cuerda, debemos poner la mano con las puntas de los dedos hacia abajo: automáticamente se formará un nudo en el cordón.
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    FIGURA 57. Nudo italiano a una mano.
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    De Viribus Quantitatis constituye una fuente de juegos que han perdurado hasta nuestros días. Pacioli muestra en ese libro, además de la descripción del primer juego de cartas que se conserva en la literatura, juegos que tienen que ver con relaciones geométricas imposibles. El que se describe a continuación puede considerarse bien como un pasatiempo geométrico (y en ese caso el lector no debería ver el modo de resolverlo antes de haberlo intentado varias veces) o bien como una demostración mágica en la que ocurre algo aparentemente imposible; dejaremos a la elección del lector el planteamiento que prefiere utilizar. Los magos siguen desarrollando diferentes versiones de este juego: por ejemplo, en magia de cerca —la especialidad mágica en la que todo lo que se hace ocurre a escasos centímetros de los ojos del espectador— existen juegos con gomas elásticas en las que se insertan anillos que luego se liberan, o gomas entrelazadas que aparecen posteriormente desconectadas. Todos éstos son juegos topológicos que, desde el punto de vista didáctico, nos enseñan que las cosas no son siempre como parecen. Si estos juegos topológicos son, por sí mismos, bastante impactantes, debemos comentar que, cuando los profesionales del ilusionismo ejecutan juegos en los que cuerdas, gomas, anillos y aros se enlazan y desenlazan, no todo lo que interviene en el espectáculo es topología: en algunas ocasiones interviene la rápida mano del prestidigitador, que contribuye a dejarnos aún más perplejos, que es de lo que se trata. La solución que vamos a dar aquí no sabemos si es la misma que da Pacioli en De Viribus, ya que se hace muy difícil leer un texto manuscrito en italiano del siglo XVI y en el que se han perdido los gráficos que acompañaban al texto. Las matemáticas son experimentación y hemos encontrado una solución. ¡Ojalá el lector encuentre una más elegante!


    La situación inicial es la descrita en la figura 58: un aro y un anillo de cuerda (una cuerda con los extremos pegados o anudados), dispuestos de forma que el anillo de cuerda pase por el interior del aro. La cuerda se tensa y queda sujeta entre los pulgares de una persona que nos ayude (esta vez su única misión consistirá en sostener la cuerda) o, en su defecto, en el respaldo de una silla. Va a convenir que el anillo de cuerda quede paralelo al suelo. Lo sencillo consistiría en liberar la cuerda por uno de los pulgares y sacar entonces el anillo, pero ese movimiento no está permitido: no pueden sacarse bucles de cuerda por encima del pulgar.
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    FIGURA 58. Posición inicial.


    


    El procedimiento es mágico y complicado. Se puede seguir la descripción con ayuda de la figura 59.


    


    1. El mago se pone frente al espectador. Sitúa el índice de su mano izquierda en el punto A del esquema 1 por la parte exterior de la cuerda. Hace que un bucle pase por encima del trozo de cuerda que está más cercano a él.
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    FIGURA 59. Liberación del aro.


    


    A continuación, situando el índice de la mano derecha en el punto B, hace que pase un bucle, siempre por encima del otro lado de la cuerda, hacia donde se encuentra nuestro ayudante. El resultado debe ser similar al que se muestra en el esquema 2.


    2. El bucle que habíamos arrastrado con el índice de la mano izquierda se lleva hacia el pulgar izquierdo del espectador, para que quede sujeto por éste, del modo como se representa en el esquema 3.


    3. Cogiendo ahora la cuerda con el índice izquierdo por el punto señalado con una flecha en el esquema 3, formamos un bucle que debe insertarse en el pulgar izquierdo del espectador. Para que se muestre que la cuerda no escapa por ahí, dejamos nuestro índice sobre el pulgar del espectador, tocándolo. En el esquema 4 hemos difuminado todos los trazos correspondientes a movimientos anteriores y hemos dejado en trazo visible este último paso. Al crear ese bucle y hacer ese movimiento, el anillo insertado en la cuerda se desplaza hacia nuestra derecha.


    4. Liberamos ahora el índice de nuestra mano derecha y aflojamos la tensión de la cuerda. Volviendo a tensar la cuerda, mediante una separación de las manos del espectador, el anillo queda liberado y la cuerda, insertada entre los dos pulgares. ¡Mágico!


    


    En el siguiente enlace se pueden ver los movimientos necesarios para liberar el aro de la cuerda: www.rtve.es/alacarta/ videos/uned/uned-aro-cuerda-13-01-12/1293341/


    Como las direcciones en internet no son estables, quizás cambia pero introduciendo «aro y cuerda de Pacioli», la magia del buscador (y las matemáticas de su motor de búsqueda) harán el resto y recuperarán el vídeo.


    


    Movimientos en la teoría de nudos


    


    Dado que un mismo nudo puede aparecer de muchas formas diferentes, es conveniente definir una serie de operaciones que puedan hacerse sobre un nudo sin cambiar su tipo. En 1926, Kurt Raidemeister se dio cuenta de que los tres movimientos siguientes eran equivalentes: no cambiaban el nudo. Cuando uno ve la idea de Raidemeister, piensa que sí, que eso es muy sencillo y que lleva razón; pero esa idea simple ha sido muy útil para poder hacer una clasificación de los nudos. Los tres movimientos que dejan el nudo igual que estaba son:


    


    1. Quitar o poner un giro simple en el nudo.


    2. Poner o quitar dos cruces de cuerda.


    3. Mover un cabo de un lado de un nudo al otro.
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    FIGURA 60. Movimientos para la clasificación de nudos.


    


    Al igual que el cero es muy útil en la aritmética, los nudos triviales cumplen una importante misión tanto en la teoría de nudos como en el ilusionismo. Es posible que el lector ya sepa cómo hacer nudos que se «desatan» fácilmente: los conocidos por los ilusionistas como nudos falsos. La figura 61 muestra en la parte A el esquema de un nudo trilobulado clásico y en la parte B, la modificación que da lugar a un nudo trivial. El «nudo» se construye de un modo parecido a la manera habitual de hacer un nudo trilobulado, siendo la única diferencia la de que, en lugar de pasar un cabo de cuerda por el interior del nudo, lo que hacemos es introducir un bucle entero. La forma más simple de comprobar que se trata de un nudo trivial es tirando de los extremos de la cuerda y viendo que no hay nudo. La otra forma, la matemática, puede probar que se trata de un nudo trivial mediante pasos sucesivos en los que se simplifica el nudo utilizando los movimientos anteriores.
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    FIGURA 61. Nudo y nudo falso.


    


    Los movimientos en nudos nos ayudan a entender qué es lo que ha podido ocurrir en la liberación del anillo. El anillo se libera no por sacar la cuerda del pulgar, sino por introducir en este dedo un bucle que anula lo anterior. Todo puede verse de modo más sencillo sin utilizar el anillo y haciendo sólo los pasos 1, 2 y 4 del procedimiento descrito para la liberación del anillo. Con esos pasos, la cuerda quedará liberada del pulgar. Todo lo que se hace utiliza ideas matemáticas.
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    Siguiendo con la costumbre seguida en los primeros capítulos del libro, voy a mostrar un juego que pueda sorprender a quien lo hace. Para ello será necesario utilizar una cuerda de unos dos metros de largo. Después describiré una rutina completa. Nos apoyaremos en la figura 62.
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    FIGURA 62. Movimientos para el juego.


    


    1. Con las manos palma arriba, coge la cuerda horizontalmente con las manos, dejando que cuelgue un tramo de aproximadamente 30 cm de tu mano izquierda. De tu mano derecha colgará el resto de la cuerda.


    2. Girando tu mano derecha en sentido contrario a las agujas del reloj al mismo tiempo que subes la mano, haz un bucle en la cuerda.


    3. Tal como está formado, inserta ese bucle de cuerda en la mano izquierda.


    4. Repite el mismo procedimiento dos veces más. Tendrás así tres bucles de cuerda en tu mano izquierda.


    5. Haciendo una pinza con los dedos índice y corazón de la mano izquierda, sujeta el extremo de la cuerda que al principio de todo estaba a tu derecha (i.e., el «final» de la cuerda).


    6. Sin soltar el extremo que está pinzado, haz un movimiento enérgico de izquierda a derecha con la mano, de modo que la cuerda quede extendida. ¿Aparece algo nuevo?


    


    La rutina mágica a la que me refería antes es una rutina con dos cuerdas. Una de ellas es una cuerda, preparada de antemano, con tres nudos falsos. La otra es una cuerda normal y haremos ver que es así. Mientras la mostramos, podemos enrollarla utilizando los movimientos antes descritos, incluido el pinzamiento del final de la cuerda. Ese extremo debemos dejarlo fuera de los bucles. Toda la cuerda la dejaremos sobre una mesa, no perdiendo de vista el extremo. Ahora nos ocuparemos de la cuerda anudada. Repasaremos la cuerda y la iremos dejando sobre nuestra mano izquierda, que la habremos puesto palma arriba. Al mismo tiempo que depositamos la cuerda en la mano izquierda, debemos deshacer los nudos falsos utilizando la derecha; ésta es la parte más complicada: hacerlo sin que se note. Una vez mostrada la cuerda y depositada en la mano izquierda, la cubrimos poniendo la mano derecha por encima y pedimos a un espectador que guarde esa cinta entre sus dos manos. Ahora dices las palabras mágicas y transfieres los nudos de la cuerda del espectador a la que tú habías enrollado. Debes coger la cuerda que tienes sobre la mesa por el extremo y con un movimiento enérgico desenrollarla para que se formen tres nudos en ella. Finalmente, pides al otro espectador que muestre la cuerda que tú le has dejado entre sus manos, y que habías mostrado anudada, para ver cómo han desaparecido los nudos. Un juego matemático, bonito e impactante.


    


    El nudo gordiano


    


    En nuestro trayecto a través de las matemáticas volvemos a encontrarnos con los griegos. En esta ocasión, me referiré a su mitología y en concreto a Gordias, un campesino que se convirtió en rey de Frigia por haber dicho el oráculo que los habitantes debían elegir como rey a la primera persona que entrase en la plaza en un carro. Gordias dedicó su carro a Zeus y ató la lanza del carro al yugo haciendo en la cuerda un nudo muy complicado, que nadie era capaz de desatar. El oráculo también decía que quien pudiera desatar el nudo gordiano sería el gobernador de Asia, pero el nudo permaneció allí, sin ser desatado, hasta que Alejandro Magno intentó desatarlo, sin conseguirlo. Como ante problemas difíciles hay que buscar soluciones inteligentes, Alejandro cogió su espada y destruyó el nudo cortándolo de un tajo. Euclides, Arquímedes, Herón y Diofanto trabajaron en Alejandría, ciudad fundada por Alejandro Magno y que posteriormente gozó de una gran biblioteca, que fue destruida en tres ocasiones perdiéndose escritos de gran valor.


    Cuando estudiamos matemáticas, a menudo se nos presentan problemas bastante complicados, que deben resolverse mediante ingenio; y un modo de acostumbrarnos a resolver problemas de matemáticas «serias» pasa por resolver problemas de matemática recreativa. El que presento ahora es también uno de los clásicos, que aparece en libros de ilusionismo, pero que, mucho tiempo antes de que se empezaran a escribir monográficos sobre el tema, era habitual en los libros de matemáticas recreativas. Aparece descrito en la edición de 1725 del libro de Jaques Ozanam Rècrèations Mathèmatiques et Phisiques y en el libro Engaños, de Pablo Minguet, de 1733. En España no estábamos demasiado alejados de lo que se hacía en otros lugares de Europa.


    Para realizar este juego necesitamos una pareja de víctim...; quiero decir, espectadores. El juego puede realizarse también evocando juegos de escapismo, otra de las especialidades de la magia, aunque esta vez el escapismo sea de carácter topológico. Se debe atar los brazos de uno de los integrantes de la pareja por las muñecas, como muestra la figura 63, para después atar una muñeca del otro espectador, cruzar el cabo suelto «por dentro del círculo» formado por la cuerda y el cuerpo del primero de ellos; y, finalmente, anudar en la otra muñeca. Las reglas del juego incluyen la realización de movimientos con todo el cuerpo, pero no deshacer los nudos o cortar las cuerdas (de algo nos sirve la experiencia de Alejandro Magno con el nudo gordiano). Se debe insistir en que hay que pensar en cómo debería ser la solución y en que se debe tener en cuenta que no siempre la solución correcta es la más obvia.
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    FIGURA 63. Esposados con cuerdas.


    


    Dejaré un rato para que el lector busque compañía e intente ver qué movimientos puede hacer para intentar «desatarse». En realidad, no nos encontramos ante nudos, sino ante enlaces. Busca a alguien e inténtalo. Es divertido.


    Vamos a ir atando los cabos a los que me refería al principio del capítulo: para atar un nudo en una cuerda sin soltar los extremos, lo más sencillo es partir con los brazos cruzados para que así, al descruzarlos, los cruces de los brazos se transfieran a la cuerda y, tirando, podamos completar el nudo. Ése es el punto de vista matemático: buscar soluciones por cualquier resquicio que exista.


    Volvamos al problema de la pareja esposada. Un problema que se encuentra a medio camino entre éste y el de hacer un nudo sujetando la cuerda por sus extremos sin soltarlos es el que consiste en atar las muñecas de una persona del mismo modo como se ha descrito que debían atarse las muñecas del primer espectador de los que están esposados. Con ese punto de partida, se pide que aparezca un nudo en la mitad de la cuerda con la que están atadas las muñecas. Las soluciones a esos dos problemas, el de liberar la pareja y el de hacer un nudo con las muñecas atadas, son similares. Si se resuelve uno, probablemente pueda resolverse el otro. Ésa es otra técnica matemática de resolución de problemas: intentar resolver un problema parecido al propuesto.


    Es fácil conseguir que la pareja que está esposada se libere metiendo un bucle de cuerda por el hueco que queda en una de las muñecas e introduciendo la mano por el bucle (véase figura 64). La idea que hay que considerar es que el conjunto de los brazos y las cuerdas no constituye, topológicamente, dos círculos entrelazados, sino que también debemos tener en cuenta qué ocurre con los huecos que quedan alrededor de las muñecas, ya que las ataduras que se encuentran en torno a éstas vuelven a representar circunferencias. El uso de ese hueco es fundamental para la resolución del problema.
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    FIGURA 64. Liberación de las esposas.

  


  
    


    9.


    


    Dígitos de control

  


  
    


    Escribe los números del 0 al 9 en una hoja de papel. Subraya cinco de esos números. Con los dígitos que has subrayado, utilizándolos en cualquier orden, forma un número de 5 cifras. Ahora, con los 5 dígitos que no has utilizado forma otro número de 5 cifras. Suma los dos números que has construido y rodea una de las cifras del resultado, una cifra que no sea un nueve. Suma ahora todos los dígitos del resultado menos el que no has rodeado. Si el resultado es un número de dos cifras, suma estas dos hasta que te quede un solo dígito. Resta a 9 el dígito que te ha quedado. Comprueba que el resultado ahora coincide con la cifra que habías rodeado.


    


    
      El 9 simboliza el amor y la gestación (en humanos, ésta dura 9 meses). También es el cuadrado del primer número impar.

    


    


    La prueba del 9


    


    Entre las cosas que hemos aprendido en la asignatura de matemáticas cuando éramos pequeños, está la prueba del 9. Puede que nos pareciera absurdo hacerla, sobre todo cuando no nos equivocábamos en las operaciones, pero un sistema matemático parecido a esa prueba se utiliza hoy en casi todos los comercios, y tiene que ver con el sistema de lectura de los códigos de barras. En el capítulo segundo nos ocupábamos del sistema de numeración en base 2, y en el séptimo hablábamos de la aritmética módulo 7. Hacer la prueba de los nueves es equivalente a calcular el resto módulo 9 y verificar la operación para esos restos. Tomemos un número al azar: por ejemplo 50; si dividimos 50 entre 9 nos queda como cociente 5 y como resto también 5. Curiosamente, la suma de los dígitos que componen el número 50 es 5. Tomemos otro número como ejemplo: 2153. Al dividirlo entre 9, el cociente es 239 y el resto 2. La suma de los dígitos que componen 2153 es 2 + 1 + 5 + 3 = 11. Si continuamos sumando los dígitos que componen 11, obtenemos 1 + 1 = 2, precisamente, el resto que se obtenía al dividir por 9. No vamos a probar por qué esto es así, pero es una consecuencia sencilla de que el sistema de numeración que utilizamos es el de base 10 y de que 9 = 10 – 1. Un número es múltiplo de nueve cuando la suma de las cifras que lo componen es también múltiplo de 9.


    Las operaciones habituales de la aritmética se conservan cuando consideramos la aritmética modular. Así, si tomamos la suma de 111 y 587 (que es 698), dividimos entre 9 y calculamos el resto, veremos que éste es 5. Nos habría dado igual haber calculado primero los restos que se obtienen al dividir 111 entre 9 (el resto es 3) y 587 entre 9 (el resto es 2) y haber sumado esos restos. Esta propiedad que he expuesto aquí con esos números concretos se extiende a cualesquiera otros números; recordemos, por ejemplo, la aritmética módulo 7 estudiada en el séptimo capítulo, en la que 6 + 4 = 3 o, equivalentemente, sábado + 4 = miércoles.


    La aplicación más común de la prueba del 9 aparece en las divisiones. La prueba del 9 no nos garantiza que la operación esté bien hecha, pero lo que sí permite detectar es cuándo nos hemos equivocado. Recordemos que siempre se tiene que el dividendo es igual al divisor multiplicado por el cociente más el resto. Esa misma relación se tiene que verificar para los restos módulo 9; cuando no es así, se deduce que la división está mal hecha.


    Veamos con un ejemplo el funcionamiento de la prueba del 9. Supongamos para ello que queremos dividir 25396 entre 48. El cociente es 529 y el resto, 4 unidades. Los restos módulo 9 para 25396, 48, 529 y 4 son, respectivamente, 7, 3, 7 y 4, calculados de la manera que hemos enseñado antes: sumando los dígitos que componen esos números. Observamos que 3 x 7 + 4 = 25; 5 + 2 = 7; y ese valor, 7, es justamente el resto que queda al dividir 25396 entre 9, que es lo que cabía esperar. Supongamos que nos hemos equivocado al dividir y nos resulta que el cociente es 46 en vez de 48; el resto de la división de 46 entre 9 es 1 (4 + 6 = 10; 1 + 0 = 1). Al aplicar la fórmula «divisor por cociente más resto» para los restos módulo 9, nos resulta: 1 x 7 + 4 = 11 = 2 (módulo 9). Si la operación hubiera sido correcta, debería haber resultado 7 en lugar de 2, lo que nos indica que nos hemos equivocado en la división.


    


    [image: ] Triángulo numérico v.1.0


    


    Veremos una primera versión de una aplicación de la aritmética modular a la magia. Tras la primera descripción del juego, en la que se intenta que sea una sorpresa para el lector, proporcionaré otra versión, para hacer el juego a otras personas.


    


    1. Escribe 10 cifras en fila, una a continuación de otra.


    2. Calcula la suma de cada par de dígitos adyacentes. Si te queda un número de dos cifras, suma esas cifras hasta que te haya quedado reducido a un único dígito. Escríbelo debajo de los dos números de los que proviene, en una fila aparte.


    3. Continúa realizando el mismo proceso con cada una de las filas que se van formando en cada paso.


    4. Cuando llegues a un solo número, apúntalo en una hoja de papel.


    5. Por otra parte, calcula la suma de la cuarta y la séptima cifra de las que escribiste al principio. Multiplica ese resultado por 3 y redúcelo a un dígito sumando las cifras que lo componen.


    6. Al resultado de la operación anterior súmale el primer y el décimo dígito de los que escribiste. Reduce todo ese resultado a una cifra.


    7. Comprueba que has llegado al número que habías apuntado en el papel.


    


    Para poder seguir mejor los pasos que acabo de describir pondré un ejemplo: supongamos que inicialmente partimos de los 10 números 2, 4, 2, 1, 0, 6, 7, 3, 5 y 8. El proceso de sumar dos adyacentes, calcular el resto módulo 9 (precisamente eso es lo que estamos haciendo cuando pedíamos reducir a un solo dígito el número sumando las cifras que lo componían) y escribir ese resultado en otra fila nos da lugar a un triángulo numérico. Para los dígitos que he elegido como ejemplo, la segunda fila empezará por 6 = 2 + 4, 6 = 4 + 2, 3 = 2 + 1... (recordemos que cada número de la segunda fila es la suma de los dos que se encuentran justo encima de él; y que cuando resulta un número de dos cifras hay que sumar éstas, para reducirlas a un único dígito). Haciendo todas las operaciones, nos resulta el siguiente triángulo:
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    Por otra parte, la suma de las cifras cuarta y séptima es 8, lo que multiplicado por 3 es 24; y reducido a un solo dígito, 6. Si sumamos a ese número las cifras primera y última, nos queda 16; y, al calcular el resto módulo 9, obtenemos finalmente como resultado 7, que coincide con lo que arrojan todas las operaciones que hemos realizado en el triángulo.


    Éste es un bonito juego de mentalismo. Al ejecutarlo (y aquí es donde viene la versión 1.1) conviene pedir al espectador que escriba en una fila diez cifras y, a la vista de lo que escriba, hacer los pasos 5 y 6 del procedimiento anterior, calculando mentalmente. El resultado de hacer las operaciones descritas en los pasos 5 y 6 lo escribimos en una hoja y la doblamos, a modo de predicción, la dejamos en un lugar visible y no volvemos a acercarnos a ella. Mientras tanto, el espectador irá completando las filas del triángulo. ¿El lector se hace una idea de por qué puede ser esto así?
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    Este juego es similar al anterior, pero se hace más vistoso porque para su realización se utilizan naipes. Emplearemos únicamente las cartas cuyos valores están comprendidos entre el 1 y el 9 (ambos incluidos). Tomaremos cartas de los cuatro palos de la baraja para construir una pirámide de cartas como la representada en la figura 65.


    El espectador debe mezclar las cartas y coger cinco de ellas para formar la base de la pirámide. A partir de las cartas de la primera fila construiremos la segunda. Si observamos la figura, nos daremos cuenta de que sobre cada par de cartas adyacentes se ha situado otra, cuyo valor es la suma de las dos cartas inferiores reducido a un solo dígito (si fuera un número de dos cifras, se suman éstas, tal como ya hemos hecho en el juego anterior). Debemos calcular dónde va a quedar el vértice de la pirámide y allí situaremos una carta boca abajo, que nos servirá de predicción. La carta situada boca abajo puede ser determinada mediante una simple operación aritmética: si esas cinco cartas son [image: ][image: ][image: ][image: ][image: ], se calcula el valor de la carta haciendo [image: ] + 4 x [image: ] + 6 x [image: ] + 4 x [image: ] + [image: ] y sumando los dígitos que componen ese número hasta que nos quedemos con una única cifra.
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    FIGURA 65. Pirámide de cartas.


    


    Existe una forma sencilla para realizar la operación que nos proporcionará la predicción: reducir los números a un único dígito en cada paso que hagamos y considerar los nueves como ceros. ¿No se entiende? Hacer los cálculos para el ejemplo propuesto ayudará: si hiciéramos todas las operaciones, deberíamos computar 9 + 4 x 7 + 6 x 7 + 4 x 3 + 5 = 96. Sumando las cifras del resultado obtenemos 9 + 6 = 15; y, como este número sigue teniendo dos cifras, volvemos a repetir la operación: 1 + 5 = 6. El método rápido para hacer ese cálculo necesitaría únicamente realizar estos pasos: 0 + 1 + 6 + 3 + 5 =15; 1 + 5 = 6, que resulta mucho más sencillo, por ser más pequeños los valores que debemos sumar.


    Los dos juegos de triángulos numéricos que se han descrito se basan tanto en la aritmética módulo 9 como en el triángulo de Tartaglia, que vuelve a entrar en escena. Si nos fijamos en cómo se llega al vértice, veremos que el proceso seguido es similar a la manera en que se construía el famoso triángulo. La forma como se hacen las «predicciones» se basa en los coeficientes binomiales. En el caso en el que comenzamos con 10 números, aparecen como coeficientes los números de la novena fila del triángulo de Tartaglia, que tienen la propiedad de ser todos múltiplos de 9, salvo el primero, el cuarto, el séptimo y el décimo, con lo que no aportarán nada a la suma cuando calculemos el residuo módulo 9. En la versión 2.0, en la que utilizamos las cartas, los coeficientes son 1, 4, 6, 4, 1: exactamente los que hemos utilizado.


    Estos juegos permiten también volver a incidir en la idea de recurrencia: obtenemos unos valores en función de otros calculados ya previamente. Y si estiramos ese concepto, podemos hasta llegar a hablar del método de inducción matemática, que excede los límites que nos hemos propuesto aquí.


    


    Códigos de barras


    


    Recordar aquí el funcionamiento de la prueba del nueve no es gratuito. El hecho de comprobar la coherencia de los resultados que se obtienen es algo fundamental en el pensamiento matemático, ya se trate del resultado de una operación aritmética o de la solución a un problema práctico. Hace unos pocos años, cuando el uso de calculadoras y ordenadores no estaba tan extendido, era frecuente comprobar los resultados de las operaciones cada poco tiempo y ver si todo «cuadraba»; y para eso se empleaba. Hoy, diariamente se hace una comprobación similar por parte de las máquinas, pero esto pasa desapercibido: cuando vamos al supermercado y en la caja pasan nuestra compra por el lector de códigos de barras, se está comprobando que el lector de códigos ha funcionado bien. Al comprar un libro, vemos que tiene asignado un código universal ISBN, que también utiliza aritmética modular. Cuando damos nuestro número de DNI, tenemos también que dar la letra que determina el NIF. Lo que ocurría antes de implantar el uso de la letra en ese documento es que, si se producía lo que se llama coloquialmente un «baile de números» y que técnicamente es una transposición en los dígitos del DNI, se podía confundir a un contribuyente con otro; ahora, si la letra que se asigna no es la que tiene que corresponder con el resto de los dígitos, el sistema no admite ese DNI.


    El juego con el que se ha abierto este capítulo utiliza el mismo principio. En efecto, pedíamos escribir los 10 dígitos del 1 al 9. La suma de esos 10 dígitos es 0 + 1 + 2 +…+ 9 = 45, que es múltiplo de 9, con lo que, al escribir dos números utilizando todos esos dígitos y sumar esos dos números, vamos a obtener un número que no sabremos cuál es, pero del que podemos asegurar que es múltiplo de 9, con lo que, al reducirlo a un solo dígito del modo que venimos haciendo, nos tiene que quedar 9; por consiguiente, la diferencia entre la suma de los números que no hemos elegido y 9 tiene que ser precisamente el número rodeado con una circunferencia.


    La presentación habitual de este juego, para hacérselo a otras personas, es un poco diferente. Tras pedir que escriban dos números de cinco cifras y los sumen, debemos pedir que rodeen una cifra del resultado que no sea un cero. Se suele justificar que no rodeen esta cifra diciendo: «Como un cero no significa nada, rodea un número distinto de cero». A continuación, debemos pedir que nos digan, de uno en uno y en el orden que quieran, el resto de los dígitos del resultado. Mientras nos los dicen, los iremos sumando y reduciéndolos a un único dígito. Como el resultado final ha de ser múltiplo de 9, el número desconocido tiene que ser «lo que falta» para que lo sea. Si el número que nos queda tras reducir a un solo dígito es menor que 9, la cifra rodeada es la diferencia entre 9 y ese número. Si el número que nos ha resultado tras la reducción es un 9, el espectador podría haber rodeado un 0 o un 9; en ambos casos el resultado final sería múltiplo de 9; de ahí la prohibición de que rodee un 0 (o, en el ejemplo inicial, de que rodearas un 9). Si uno olvida este detalle, puede tener una situación complicada, como le ocurrió, en un programa de radio, a quien está escribiendo (era la primera vez que estaba en uno). Lo que podemos sacar de los errores es no volver a repetirlos; aunque si uno no los comete, ¡mejor!


    Como indicaba antes, los programas asociados a los lectores de códigos de barras tienen también implementada una función de comprobación. Fijémonos en el código de barras de la figura 66, que corresponde a una lata de fabada asturiana. Podemos interpretar qué representa el código 8413000065504 gracias a un sistema normalizado de representación denominado EAN (European Article Number). En este sistema, los dos primeros dígitos identifican la organización a través de la cual se ha adscrito la empresa fabricante del producto al sistema EAN. El código de la organización que opera en España es 84; por eso el código de muchos productos españoles comienza por esos dígitos. El siguiente tramo de dígitos, que está constituido por un número comprendido entre 5 y 8 dígitos, identifica al propietario de la marca. Todos los dígitos que restan, salvo el último, representan el código de producto. Para calcular el último dígito, el llamado dígito de control, se suman las cifras del código de barras que ocupan las posiciones pares, se multiplica por 3 esta cantidad y se suman los dígitos de las posiciones impares (obviamente, sin considerar el dígito número 13: el propio dígito de control). Nos fijamos en el último dígito que nos ha quedado y lo restamos de 10; este último número que obtenemos es el dígito de control que sirve para comprobar que el escáner de códigos de barras ha efectuado una lectura correcta.
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    FIGURA 66. Un código de barras.


    


    En nuestro ejemplo tenemos:


    


    
      
        	4 + 3 + 0 + 0 + 5 + 0 = 12

        	Suma de los dígitos pares
      


      
        	12 x 3 = 36

        	Multiplicamos por 3 lo anterior
      


      
        	8 + 1 + 0 + 0 + 6 + 5 = 20

        	Suma de los dígitos impares
      


      
        	36 + 20 = 56

        	Suma de esas dos cantidades
      


      
        	6

        	Último dígito de la suma anterior
      


      
        	10 – 6 = 4

        	Dígito de control
      

    


    


    El proceso de verificación es mucho más sencillo: sólo hay que comprobar que el resultado de la suma de los dígitos que ocupan una posición par, multiplicada por 3, sumado, a su vez, a los dígitos que ocupan una posición impar sea un múltiplo de 10.


    El cálculo de la letra que aparece en el NIF (Número de Identificación Fiscal) utiliza aritmética módulo 23. Se calcula el resto módulo 23 y al número resultante, comprendido entre 0 y 22, se le asigna una letra de acuerdo con la tabla siguiente:
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    Para realizar este juego necesitamos 9 cartas con los 9 valores comprendidos entre el 1 y el 9. También será conveniente que en esas 9 cartas haya palos distintos. Por ejemplo, podemos elegir cartas rojas para los valores pares y negras para los impares. Si recordamos de qué palo es cada una de las cartas con las que vamos a trabajar, podremos lograr un efecto más sorprendente. En nuestro ejemplo trabajaremos con el as de tréboles, el 2 de diamantes, el 3 de tréboles, el 4 de corazones, el 5 de picas, el 6 de diamantes, el 7 de picas, el 8 de corazones y el 9 de tréboles.


    


    1. Coloca las 9 cartas en la parte de arriba de la baraja.


    2. Di que vas a hacer un juego con 9 cartas. Pide a un espectador que retire 9 cartas de la parte superior del mazo dejándolas sobre la mesa.


    3. Pide al espectador que mezcle las 9 cartas. A partir de este momento te debes poner de espaldas al público.


    4. Ahora, indica que reparta las cartas en tres hileras de tres cartas cada una.
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    FIGURA 67. Nueve cartas al repartir; y después de retirar una.


    


    5. Pide al espectador que coja una de las cartas y se la guarde en el bolsillo.


    6. Pide que apunte los números que determinan cada una de las filas (en el ejemplo de la figura 67 los números serían: 457, 89 y 612).


    7. Solicita al espectador que sume esos tres números.


    8. Pide, por último, que te diga la suma de las cifras del resultado anterior.


    9. Calcula el resto módulo 9 de la suma que te diga el espectador. Sustrae ese resto a 9. El número resultante indica el valor de la carta que ha retirado el espectador. El palo debes recordarlo.


    


    Dejemos unos momentos para disfrutar del juego. El fundamento es exactamente el mismo que el del juego con el que se abría el capítulo o el de cómo se calcula el dígito de control en los códigos de barras o el ISBN. Tan sólo debemos tener en cuenta que en el juego se están empleando los 9 primeros números naturales, que su suma es múltiplo de 9 y que cualquier número que se construya utilizando todos ellos también ha de ser múltiplo de 9. Por todo ello, el valor de la carta que se oculta ha de coincidir con el complemento a 9 del número que nos indican (es decir, lo que le falta para que éste sea múltiplo de 9).
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    Otra vez nos encontramos ante un juego en el que aparece el número 9. Para este juego necesitarás 24 monedas; forma con ellas un nueve, tal como se muestra en la figura 68, y reserva algunas para luego.
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    FIGURA 68. El juego del 9.


    


    1. Piensa un número que sea mayor que 10.


    2. Cuenta, desde la moneda marcada con una A en el dibujo, tantas monedas como indica el número que has pensado, de una en una y tocándolas con el dedo. Si el número que pensaste es tan grande como para que hayas llegado a C, a partir de ahí continúa dando vueltas dentro de la circunferencia del 9, hasta que termines de contar.


    3. Una vez que has terminado la cuenta, vuelve a hacerla, pero ahora hacia atrás, comenzando por la misma moneda en la que terminaste la cuenta anterior. Si es necesario, puedes dar varias vueltas al círculo.


    4. Marca con un lápiz o con un rotulador permanente la moneda en la que has terminado esta vez la cuenta.


    5. Comprueba que se trata de la moneda representada con una X en la figura.


    


    Si queremos hacer este juego delante de público, debemos hacer un ejemplo previo. Contamos de la forma descrita antes: primero, en sentido contrario a las agujas del reloj (sentido positivo para los matemáticos); y después en el sentido de las agujas del reloj (sentido negativo), siempre dando vueltas alrededor de la circunferencia que compone la parte superior del 9. Después de hacer las dos cuentas diríamos: «La moneda a la que habrías llegado sería ésta»; y señalas la marcada con una X. Si vuelves a hacer el juego tras el ejemplo, aunque cambies el número pensado, llegarías a la misma moneda. La clave está en cambiar el número de monedas que conforman la cola del 9.


    En el ejemplo, la cola es el tramo de 8 monedas que empieza en A y termina en B. La moneda a la que llegamos, la marcada con X, es la octava si comenzamos a contar por C (en el sentido de las agujas del reloj). Si la cola tuviera 11 monedas, al final llegaríamos a la moneda que se encuentra a distancia 11 de C; y si la cola se redujese a sólo 5 monedas, todo el proceso terminaría en la quinta moneda. La idea aquí es otra que aparece en muchas demostraciones matemáticas y a la que ya nos hemos referido antes en este libro: si uno suma y resta la misma cantidad, lo que hace en realidad es dejar todo como estaba. Supongamos que reducimos la cola a 0 monedas. Al contar hacia adelante y luego hacia atrás, siempre estamos contando siguiendo la circunferencia y llegaríamos al punto donde hemos iniciado la cuenta. Al contar hacia adelante empezando por la cola y luego hacia atrás, siguiendo por la circunferencia, sin bajar por la cola, necesariamente terminaremos la cuenta en una posición «hacia atrás» equivalente al número de monedas de la cola.


    Para realizar el juego, conviene cambiar el número de monedas que forman la cola del 9 en cada ejecución; así se terminará en monedas diferentes cada vez. También es conveniente que, cuando lo haga el espectador, tú te des la vuelta, le pidas que marque, por su cara oculta, la moneda en la que ha terminado la cuenta e inmediatamente tú vuelves a ponerte de cara al público y señalas la moneda a la que ha llegado.


    


    [image: ] Una gran memoria


    


    Terminaremos el capítulo con un juego de los que ensalzan la personalidad del mago. Aun cuando cualquier espectador puede darse cuenta de la agilidad manual que tiene un mago, en este juego realmente los que lo ven piensan que no hay ningún tipo de «truco» en su realización, sino que se debe a la gran memoria que posee quien lo hace. En realidad, no interviene para nada la memoria, sino una técnica y unas cuantas horas de ensayo hasta que se depura. La técnica está basada en la aritmética modular. Por comodidad, utilizaremos esta vez una baraja de 40 cartas, que puede ser una baraja española en la que asignaremos a las sotas, caballos y reyes los valores de 8, 9 y 10, respectivamente. Alternativamente, podemos utilizar una baraja francesa de la que hayamos retirado las figuras. También puede hacerse el juego con una baraja completa de 52 cartas, pero tendríamos que utilizar aritmética módulo 13 y resultaría más difícil su ejecución. Después lo comentaremos.


    Comenzaremos recordando que el resto módulo 10 se calcula simplemente recordando el último dígito del correspondiente número. Recalco esto porque en el juego necesitaremos sumar valores de cartas y calcular el resto módulo 10 de los valores acumulados. Supongamos que la serie de valores que tenemos es 1, 10, 8, 3, 3, 4, 7, 2, 9. Las sumas que deberíamos ir haciendo mentalmente son 1 + 10 = 1; 1 + 8 = 9; 9 + 3 = 2; 2 + 3 = 5; 5 + 4 = 9; 9 + 7 = 6; 6 + 2 = 8; 8 + 9 = 7... Esta parte es muy sencilla y te recomiendo que, si tienes una baraja a mano, la mezcles y sumes, según el procedimiento que acabamos de mostrar, los valores de las 40 cartas del mazo. Recuerda que en la aritmética módulo 10 el número 10 es equivalente al 0, con lo que cada vez que aparezca un rey no debes sumar nada.


    Si has concluido la suma anterior, habrás observado que el resultado final ha sido 0. Eso es porque la suma de valores de todas las cartas es múltiplo de 10. En efecto, la suma de valores de cada palo es 1 + 2 +… + 10 = 55; y, como hay 4 palos en la baraja, el total de valores es 55 x 4 = 220. Hagamos ahora un experimento: mezcla la baraja y esconde una carta (sin ver cuál es). Calcula la suma módulo 10 de los valores de las 39 cartas que quedan en el mazo (insisto, decir «suma módulo 10» parece una palabrota, pero es lo que hemos hecho antes: ir sumando valores y quedarnos sólo con el último dígito de la suma). ¿Ya tienes terminada la suma? ¿Te atreves a predecir cuál es el valor de la carta que has escondido? Si recuerdas todo lo que hemos hablado sobre el dígito de control en el código de barras EAN, y sabiendo que la suma de todas las cartas de la baraja es múltiplo de 10, puedes deducir que el valor de la carta escondida es 10 si la suma te ha quedado 0; y si la suma es un número s, entonces el valor de la carta escondida es 10 – s. Esta parte del juego no es demasiado complicada, pero necesita ser ensayada.


    De momento, ya tenemos el procedimiento para calcular el valor de la carta escondida. Ahora nos hace falta un método para determinar el palo. Si hubiera sólo dos palos en la baraja, también sería sencillo conocer el palo basándonos en la paridad del número de cartas de un determinado palo mediante un procedimiento similar al que utilizábamos al contar el número de vueltas que dábamos a las monedas en el capítulo 2. Supondremos a partir de ahora que nos encontramos sentados y diremos que un movimiento del pie es levantarlo por los pulgares o bajarlo, si es que está levantado; así, si movemos el pie izquierdo cada vez que veamos una carta de oros o copas y no lo movemos cuando sea de espadas o bastos cuando hayamos visto las 39 cartas, deduciremos que si el pie izquierdo está en la posición inicial de reposo la carta escondida era de espadas o bastos, puesto que se ha producido un número par de movimientos del pie. Si los pulgares del pie izquierdo terminan levantados, quiere decir que ha habido un número impar de movimientos, de forma que la carta que falta es de oros o copas. ¿Comprendido?


    Con lo que acabo de describir no hemos solucionado el problema por completo, porque tenemos cuatro palos en la baraja. Lo que vamos a hacer es combinar dos veces el mismo procedimiento (ésta es otra idea matemática muy importante) y lo que haremos será mover el pie izquierdo cada vez que veamos una carta de oros; el derecho, cada vez que veamos una de copas; los dos pies, cada vez que veamos una de espadas; y ninguno, cuando la carta que pasemos sea de bastos. Esta parte del juego necesita una importante coordinación de los miembros, ya que las manos pasan cartas, los ojos la miran, el cerebro procesa y los pies deben moverse según el palo que estemos viendo. Si quieres, puedes hacer de nuevo un ensayo: coge la baraja (completa, con 40 cartas), mézclala, esconde una carta sin ver cuál es y comienza a mirar el resto de las cartas de una en una, haciendo movimientos en los pies dependiendo de los palos. Cuando hayas concluido, puedes llegar a una de estas cuatro situaciones:


    


    
      
        
          	Pie izquierdo levantado

          	OROS
        


        
          	Pie derecho levantado

          	COPAS
        


        
          	Los dos pies levantados

          	ESPADAS
        


        
          	Los dos pies en reposo

          	BASTOS
        

      

    


    


    Comprueba ahora el palo de la carta escondida y si has realizado correctamente los movimientos. Es posible que no te quede todo como esperabas, pero ése es un fallo de ejecución, no de las matemáticas en las que se basa el juego. Este juego necesita mucho ensayo, pero el esfuerzo merece la pena.


    El porqué de la tabla anterior es fácil de comprender: si se termina con el pie izquierdo o el derecho levantado, como sabemos que sólo hay uno de los palos con un número impar de cartas, ello quiere decir que el número de cartas vistas de oros o copas, respectivamente, ha sido impar. Si los dos pies están en reposo, quiere decir que el número de copas, oros y espadas ha sido par, con lo que el impar ha de ser el de bastos. Si los dos pies están levantados, es porque el número de cartas de espadas vistas ha sido impar. Insisto en que es fundamental que la baraja esté completa y en que es muy importante ensayar previamente el juego, ya que hay que combinar ambos procedimientos: el de los pies para la determinación del palo y el de las sumas módulo 10 para el cálculo del valor de la carta.


    Un método alternativo para deducir el palo de la carta escondida es el que me sugirió un profesor del IES Infanta Elena de Jumilla, en Murcia. Él era jugador de tute y está acostumbrado a tener en cuenta las cartas que han ido saliendo (claro, es importante al final de cada juego quién se lleva las diez de monte). Cada palo de la baraja española tiene las cartas enmarcadas de un modo diferente: los oros aparecen rodeados por un rectángulo continuo, mientras que el marco de las copas aparece con un hueco en medio en la parte superior y la inferior, quedando partido el marco en 2 trozos. Las espadas tienen dos huecos y los bastos tres. Así, contando el número de huecos de la parte superior de las cartas podemos saber cuál es el palo de la carta que falta.


    En efecto, el total de huecos es 10+20+30=60 (recordemos que los oros no presentan un espacio, las copas tienen uno, espadas dos y bastos tres, además hay 10 cartas de cada uno de estos palos). Y ese número, 60, es múltiplo de 4. Si la carta escondida es de oros no aportará huecos: el resultado de contar todos seguirá siendo 60. Si la carta escondida es de copas el total sería 59, si es de espadas 58 y si es de bastos 57.


    Pero es que se puede simplificar esta cuenta, trabajando con aritmética módulo 4 (recordamos: dividir entre 4 y quedarnos con el resto). Para llevar el conteo en módulo 4 basta con restar 4 al número que tengamos cada vez que supere este valor. Así, por ejemplo, el 4 es equivalente a 0, 5 equivalente a 1, 6 a 2 y 7 a 3. Sumar estos números es mucho más sencillo. De este modo, si el resultado final al contar todos los huecos es 0, la carta será de oros, si es 3 será de copas (claro, falta 1 para que el resultado sea 0 y esa es la carta escondida), si es 2 será de espadas y si es 1 será de bastos (faltarían 3 para llegar a 0).


    Describamos, a modo de resumen, el procedimiento a emplear en este juego:


    


    1. Comienza el juego haciendo gala de tus aptitudes memorísticas, que te permiten recordar los valores de todas las cartas de la baraja.


    2. Entrega la baraja a un espectador. Pídele que la mezcle a fondo, que corte y, si quiere, que la vuelva a mezclar. Lo que interesa es que se convenza de que la baraja está mezclada.


    3. Pide al espectador que retire una carta y se la guarde sin mirarla. Te debe entregar el resto de la baraja.


    4. Recuerda que posees una gran memoria, que una persona normal sería incapaz de recordar qué carta falta en el mazo viendo una única vez cada carta. Si quieres, puedes invitar a alguien a intentarlo.


    5. Emplea el procedimiento descrito para el cálculo del valor de la carta y del palo. Tranquilamente y sin equivocarte. Tómate tu tiempo.


    6. Pide al espectador que saque la carta que se había guardado. Que vea él sólo cuál es, sin decírselo a nadie.


    7. Anuncia cuál es la carta y pide al espectador que la muestre.


    


    Como ves, el juego es completamente automático, pero necesita ensayo. El público no va a creer que hay esas matemáticas debajo del juego, sino que realmente eres capaz de recordar todas las cartas que has ido viendo y cuál es la que falta, con lo que pensarán en tus capacidades mentales. Recuerda que no debes realizar el juego ante público sin tenerlo completamente dominado.


    Un último comentario, por si quieres hacer el juego con una baraja completa francesa de 52 cartas. Todo cambia, aunque sigue siendo lo mismo: la aritmética que hay que emplear es aritmética módulo 13, que es mucho más difícil de llevar «de cabeza». Para la misma secuencia que utilizábamos antes: 1, 10, 8, 3, 3, 4, 7, 2, 9, las sumas ahora serán: 1 + 10 = 11; 11 + 8 = 6; 6 + 3 = 9; 9 + 3 = 12; 12 + 4 = 3; 3 + 7 = 10; 10 + 2 = 12; 12 + 9 = 8. A los reyes se les asigna el valor 13, que es equivalente al valor nulo en la aritmética módulo 13. Con ensayo, también se puede usar esta versión. Con los palos ocurre algo parecido: ahora, el número de cartas en cada palo es impar, con lo que, utilizando el orden «picas, corazones, tréboles y diamantes» y las acciones respectivas de «mover pie izquierdo, mover pie derecho, mover ambos pies, no hacer nada», llegamos a estas situaciones:


    


    
      
        
          	Pie izquierdo levantado

          	PICAS
        


        
          	Pie derecho levantado

          	CORAZONES
        


        
          	Los dos pies levantados

          	TRÉBOLES
        


        
          	Los dos pies en reposo

          	DIAMANTES
        

      

    


    


    En efecto, aunque parezca extraño, la tabla es similar a la anterior, una vez más por un problema de paridad: si la carta oculta es de picas, moveremos el pie izquierdo un número par de veces por cada vez que veamos picas y un número impar por las 13 cartas de tréboles, con lo que resulta un número impar (el pie derecho estará en la posición de reposo por haber sido movido 26 veces: 13, correspondientes a los corazones; y 13, a los tréboles).


    Razonamientos similares permiten completar la tabla.

  


  
    


    10.


    


    El círculo se cierra

  


  
    


    Busca una baraja. Da igual que sea española o francesa, ya que solamente necesitaremos para realizar el juego las 10 cartas de un mismo palo. Coloca las 10 cartas del siguiente modo: 2, 7, 3, as, 4, 8, 5, 10, 6, 9, de modo que el 2 esté en la parte superior del mazo (de dorso) y la carta inferior sea el 9. Coge el mazo de 10 cartas con tu mano izquierda. La carta de encima del montón, deposítala boca abajo sobre la mesa y pasa la carta que está ahora en la posición superior del mazo a la parte inferior de éste. La carta que ha quedado encima del mazo, déjala sobre la mesa, encima de la anterior. Pasa otra vez la carta que está ahora arriba en tu mano izquierda a la parte de abajo del montón; la siguiente, la descartas sobre la mesa encima de las anteriores; la siguiente, la pasas abajo; la siguiente, la descartas; y continúa haciendo este proceso hasta que te quede una única carta. Mira la carta que te ha quedado: el as. Coge el montón donde has hecho los descartes y dale la vuelta, de modo que se vean las caras de los naipes. Observa que han quedado ordenados: 2, 3, 4... 10.


    


    
      El 10 es la década y representa el universo. Su representación como número triangular es conocida como el «tetractys» de la década y tenía un gran simbolismo místico para los pitagóricos.

    


    


    Problemas clásicos


    


    Vamos a cerrar el círculo llegando al décimo capítulo, en el que volveremos a prestar atención a algunos problemas clásicos y nos referiremos una vez más a los pitagóricos y sus ideas. Nos hemos ocupado ya de los números y también hemos hecho dos incursiones en el terreno de la geometría y la topología, al hablar de cortes de papel y nudos. Sin embargo, no habíamos tratado aún una figura tan importante como lo es la circunferencia. Como voy a utilizar indistintamente las palabras círculo o circunferencia para referirme al mismo objeto y cada vez que hablo de ello siempre alguien me dice que son cosas diferentes, quiero hacer desde el principio una aclaración, recogida en el diccionario de la RAE, que define circunferencia como «curva plana, cerrada, cuyos puntos son equidistantes de otro, el centro, situado en el mismo plano». La primera acepción que este diccionario ofrece de círculo es «área o superficie plana contenida dentro de una circunferencia», pero la segunda definición que aparece es propiamente «circunferencia», con lo que la práctica habitual es completamente correcta también desde el punto de vista lingüístico.


    Hay algunos problemas matemáticos clásicos que han tardado mucho tiempo en resolverse y todavía hay problemas sin resolver. Del problema que casi todos hemos oído hablar es el problema de la cuadratura del círculo, consistente en buscar un método geométrico para construir un cuadrado con la misma área que un círculo dado. Dicho problema fue sugerido tras lograr Hipócrates de Quios (siglo V a. C.) la cuadratura de unas lúnulas circulares y se intentó resolver de diferentes modos. La prueba formal de la imposibilidad de esa cuadratura se obtuvo en 1882 (veintitrés siglos después de haberse planteado; mucho tiempo en relación con el siglo y medio que ha transcurrido desde esa prueba hasta nuestros días). Nos ocuparemos en profundidad de este problema un poco más adelante.


    Otros dos problemas antiguos relacionados con el de la cuadratura del círculo son el de la duplicación del cubo y el de la trisección del ángulo. El primero de ellos se atribuye al hecho de que Pericles muriera víctima de una epidemia de peste que estaba atacando Atenas. Como no sabían qué hacer para frenar el avance de la enfermedad, los atenienses acudieron a la isla de Delos a consultar el oráculo de Apolo, que exigió que se construyera un altar que duplicara el existente, que era un altar con forma de cubo. Parece ser que hicieron nuevo cubo, cuyo lado era el doble del anterior, y la peste continuó. Volviendo a consultar al oráculo, éste indicó que no habían duplicado el cubo, sino que lo habían hecho 8 veces mayor, aclarando que lo que quería era un cubo cuyo volumen fuera el doble del ya existente. Hipócrates (el de las lúnulas) fue uno de los matemáticos que intentaron resolver el problema, sin éxito. El problema es matemáticamente irresoluble y esto fue probado en 1837 por Pierre Wantzel; aun así, siguen apareciendo personajes que afirman haber resuelto este problema (en septiembre de 2006 un venezolano afirmó haberlo conseguido). También un mago tuvo que ver con la duplicación del cubo: un juego inventado por Buatier De Kolta y estrenado en 1902 era «el dado que crece». La representación comenzaba con un pequeño dado, que iba creciendo durante el espectáculo, para que al final saliera de él la esposa y ayudante del mago. Tristemente, De Kolta falleció en 1903, la ilusión se perdió y sigue siendo un secreto para los magos el método que empleaba.


    La trisección del ángulo es otro de los problemas de la antigüedad que es imposible de resolver. Se trataba de describir un procedimiento geométrico con regla y compás para dividir un ángulo cualquiera en tres partes iguales. Es conocido el procedimiento para determinar una bisectriz (la recta que divide al ángulo en dos partes iguales) y se ha buscado durante mucho tiempo un método para trisecar el ángulo. La teoría de Galois muestra que es imposible esa construcción con regla y compás. Como he comentado al hablar de la duplicación del cubo, abundantes «matemáticos» han creído haber encontrado la solución; hasta tal punto que la oficina de patentes de París decidió no admitir patentes referentes a la trisección de ángulos con regla y compás. En Estados Unidos, en 1993, se patentó una de estas demostraciones, aunque la patente expiró 8 años más tarde por falta de pago. A pesar de que el problema de la trisección del ángulo sea imposible tal como está propuesto, sí es posible trisecar un ángulo de modo exacto, aunque utilizando algo que parece un instrumento mágico (véase figura 69).


    La construcción consta en su parte superior de una parte recta bajo la que yacen un semicírculo y un segmento que tiene por longitud al radio de ese semicírculo. También es fundamental que el lado derecho del mástil del hacha sea perpendicular a la recta superior y pase justo por el punto en el que termina el semicírculo y comienza el segmento. Cuando acomodamos el hacha en un ángulo, de modo que uno de los lados del ángulo toca el extremo derecho superior del hacha, el vértice del ángulo está sobre el lado derecho del mástil y el lado izquierdo del ángulo es tangente a la semicircunferencia, el ángulo queda trisecado (¡y es posible probarlo!). ¿Por qué no contradice esta construcción la imposibilidad de la trisección del ángulo? Sencillamente, porque no es algo que pueda hacerse simplemente con regla y compás: en algún paso se requiere que movamos el hacha y lo acomodemos a la figura.


    


    [image: ]


    


    FIGURA 69. El hacha trisector.


    


    Los tres problemas clásicos que acabamos de mencionar: la cuadratura del círculo, la duplicación del cubo y la trisección del ángulo fueron estudiados por Hipatia de Alejandría, nacida en el año 370 y muerta en el 415. Hipatia es la primera mujer dedicada a la ciencia sobre la que se conocen datos históricos. Era hija de Teón, un matemático y astrónomo griego que ejerció como director de la Biblioteca de Alejandría. Esta institución fue creada por Ptolomeo I en el siglo II a. C. y, aunque hay muchas referencias a la actividad que en ella se desarrollaba, no se sabe con exactitud cuáles eran las obras allí depositadas o cuál era el régimen de trabajo. Tampoco existen referencias al incendio que la destruyó cuando Julio César entró en Alejandría. Posteriormente, se refundó la biblioteca y perduró hasta el siglo V d. C., siendo Hipatia la última persona dedicada a la ciencia que trabajó allí. Entre sus antecesores en la biblioteca se encuentra Herón, del que hablábamos en el primer capítulo al relacionar la magia, la ciencia y la religión. Desgraciadamente, al hablar de Hipatia tenemos que volver a conectar ciencia, religión y otro tipo de magia: muchos no podían soportar que una mujer estuviera dedicada a la ciencia y fue acusada de brujería. En esa acusación colaboró de algún modo el obispo de Alejandría y, finalmente, Hipatia murió en el año 415 a manos de un grupo de monjes de la iglesia de San Cirilo de Jerusalén.


    El mágico mundo de las matemáticas sigue ofreciéndonos hoy problemas de difícil resolución. En 1995 se concluyó la prueba del último teorema de Fermat. Andrew Wiles consiguió resolver un problema que llevaba 350 años sin solución. No lo hizo a la primera: cuando anunció a la comunidad matemática su descubrimiento, se encontró un error en la prueba. Trabajando conjuntamente con Richard Taylor, consiguió una nueva prueba. En 2006 saltó a los medios de comunicación otro problema ya clásico: la conjetura de Poincaré; y no por su importancia, sino por los chascarrillos colaterales, ya que quien ha resuelto ese problema, Grisha Perelman, renunció a viajar a Madrid a recoger su premio, la medalla Fields (premio equivalente al Nobel en el campo de la matemática), en el Congreso Internacional de Matemáticos. Parece que su resultado es correcto y que la conjetura de Poincaré ya no es tal, sino «teorema de Poincaré-Perelman», pero está en fase de estudio. El problema que tiene es el avanzado nivel de matemáticas existentes en la prueba, que hace que un número muy pequeño de personas sea capaz de entenderlo.


    


    El problema de Josefo


    


    Uno de los problemas clásicos en matemática recreativa es el conocido como problema de Josefo. Nos muestra otra relación de las matemáticas con personajes dedicados a otros menesteres. Josefo era un historiador judío miembro del partido de los fariseos y descendiente de una antigua familia de sacerdotes. Cuenta en su libro Las guerras judías que él y otros 40 judíos quedaron atrapados en una cueva, rodeados por los romanos. Prefirieron hacer un suicidio colectivo antes que ser capturados por los romanos, para lo que decidieron disponerse en forma de círculo y fijar uno de ellos como el inicio de la cuenta. Mataron al tercero, al sexto, al noveno...; y continuaron contando circularmente de tres en tres, matando siempre al tercero. También decidieron que se continuaría el proceso hasta que quedase un único superviviente, quien, a su vez, debía suicidarse. Parece ser que Josefo no tenía muchas ganas de perder la vida y rápidamente calculó el lugar del círculo donde debía situarse. Cuando todos habían muerto, salvo él, decidió unirse a sus captores romanos. Además de ser políticamente voluble, Josefo ejerció de «mentalista», pronosticando a Vespasiano que se convertiría en emperador de Roma. Una vez que esto ocurrió, Josefo se instaló en Roma y fue conocido como Flavio Josefo.


    El juego con el que se ha abierto el capítulo utiliza un proceso que en el argot mágico se conoce como «mezcla australiana». Ese proceso consiste en descartar una carta y pasar la siguiente al final de la baraja y estructuralmente es similar al problema de Josefo. Para simular con cartas el problema de Josefo, debemos coger 41 cartas (las cartas del as al 10 de los cuatro palos y una figura cualquiera) y repetir el siguiente proceso iterativo, hasta que nos quede una única carta:


    


    • Pasa dos cartas de arriba abajo.


    • Descarta la carta de arriba.


    


    Si las 41 cartas dispuestas cara arriba las hemos ordenado del siguiente modo: en primer lugar, las cartas del 1 al 10 de picas, después las cartas del 1 al 10 de corazones, las cartas del as al 10 de tréboles, las cartas del as al 10 de diamantes y una carta indiferente como carta inferior del montón, tras efectuar los pasos descritos anteriormente hasta que nos quedemos con una única carta, veremos que ésta es el as de diamantes, con lo que la posición donde se colocó Josefo era en el lugar 31 del círculo. Lo que acabamos de hacer es matemática experimental: llegamos a la solución mediante un modelo. No necesitamos matar a 40 personas para ver cuál es el resultado del experimento. También podíamos haber llegado al resultado de forma teórica. Cardano, que otra vez vuelve a aparecer en escena, menciona este problema en su libro Practica Arithmeticae generalis de 1539 y Bachet también lo refiere en su libro de matemática recreativa. Este problema, y sus diferentes versiones, se hizo muy popular durante los siglos XV y XVI. Se pueden plantear ecuaciones que nos den la posición donde uno queda a salvo, dependiendo tanto del número de personas que intervienen en la cuenta como del paso utilizado al contar, y se ha demostrado que este problema es muy interesante como ejemplo en programación. La figura 70 muestra el orden según el cual van muriendo los judíos. El círculo interior muestra el orden inicial, mientras que el exterior indica el orden según el que fallecen. El superviviente es el situado originalmente en el lugar 31.
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    FIGURA 70. Solución al problema de Josefo.


    


    [image: ] Separación en dos grupos


    


    Para este juego necesitarás conseguir 15 objetos pequeños de un color y otros 15 de un color diferente. Puedes utilizar piezas de ajedrez, fichas de damas o incluso cartas, unas rojas y otras negras. Este juego entraría dentro de la categoría de «juego de exhibición». Parece ser que tiene su origen en una leyenda irlandesa y ha aparecido en numerosos trabajos de matemática recreativa, aunque también lo hallamos en libros de ilusionismo (se encuentra, por ejemplo, en el quinto libro de la serie Juegos de manos de bolsillo, de W. Ciuró y a él se refiere el matemático W. Ahrens como el «juego de los cristianos y los turcos»). Para la descripción del juego supondremos que estamos utilizando fichas rojas y blancas.


    


    1. Coloca en forma circular, según el sentido de las agujas del reloj, las 30 fichas del siguiente modo: 4 rojas, 5 blancas, 2 rojas, 1 blanca, 3 rojas, 1 blanca, 1 roja, 2 blancas, 2 rojas, 3 blancas, 1 roja, 2 blancas, 2 rojas, 1 blanca. Es importante que recuerdes cuál es la primera ficha.


    2. Piensa un número de cuatro cifras, de modo que no sean todas iguales.


    3. Escribe, con esas cuatro cifras, un número diferente al de antes.


    4. Resta al número mayor el menor. Suma los dígitos del resultado. Si al realizar la suma te queda un número de dos dígitos, suma éstos.


    5. A partir de la primera ficha que has colocado, cuenta (incluyendo la misma y en el sentido de las agujas del reloj) tantas fichas como indica el número que te ha resultado en el paso anterior. Elimina la ficha a la que has llegado.


    6. Continúa contando circularmente, desde el punto donde te has quedado, el número calculado antes. Elimina la ficha a la que llegues.


    7. Continúa el proceso (contando siempre la misma cantidad) hasta que sólo te queden 15 fichas sobre la mesa.


    8. ¿Sorprendente?


    


    Presentado de esta forma, el juego es muy frío. Es más interesante la versión que se hizo popular en la Edad Media y que se enuncia así: estaban 15 turcos y 15 cristianos en un barco durante una tormenta y el capitán decidió que, por el bien común, había que aligerar peso, por lo que 15 de los pasajeros debían ser tirados por la borda. Uno de ellos tuvo la idea de que se situaran en círculo y siempre se tirara al que resultase el noveno en la cuenta. Curiosamente, siempre se tira por la borda a los de un mismo grupo y permanecen en el barco los de otro. ¿Quién se queda? Pues todo depende del orden utilizado en la colocación: del modo como lo hemos descrito nosotros, siempre eliminamos una ficha blanca. Para realizar el juego ante público, además de utilizar una historia para acompañar al juego, es conveniente hacer que parezca que no hay un orden previo, sino que todo se hace de forma casual. La frase «locuela chiflada encendía tres velas» nos puede ayudar a recordar la forma en que se deben agrupar los colores, utilizando el número de orden de cada vocal de la frase (A = 1, E = 2, I = 3, O = 4, U = 5):


    


    [image: ]


    


    Observando los números que hay debajo de cada vocal, nos damos cuenta de que coinciden con los que habíamos utilizado al describir el juego. Las reglas mnemotécnicas no siempre funcionan bien para todo el mundo, así que recomendamos que el lector cree una propia si desea realizar este juego.


    


    [image: ] Persona a través de una carta


    


    El penúltimo juego que voy a describir en el libro es un juego espectacular, de los que recuerda el público cuando lo ve. El resumen del mismo está en el título del apartado: podemos hacer un agujero en una carta, de modo que una persona pueda pasar a través de ella. ¿Parece imposible? Lo parece, pero no lo es. Puede hacerse con una carta de tamaño normal, aunque para mayor seguridad podemos hacerlo con una carta «jumbo» o con una cartulina de un tamaño aproximado de 10 x 15 cm.
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    FIGURA 71. Cómo cortar la carta para que quepa una persona.


    


    Los pasos que debemos seguir para conseguir este «milagro» son:


    


    1. Dobla la carta por la mitad.


    2. Teniendo doblada la carta, corta desde el doblez hacia los lados (por las líneas marcadas en el punto 2 de la figura 71).


    3. Despliega la carta y córtala a lo ancho, siguiendo el doblez, entre los dos cortes longitudinales extremos (por la línea gruesa del tercer esquema de la figura).


    4. Vuelve a doblar la carta y corta ahora desde los bordes hasta el centro (líneas gruesas en el punto 4). Tras estos pasos, todos los cortes que se han hecho son los representados por las líneas representadas en el punto 5.


    5. Aprieta por los cortes para troquelar la carta. El resultado es que en la cartulina se ha creado un agujero lo suficientemente grande como para que por él quepa una persona. Es posible hacer esto mismo con una carta de dimensiones normales, pero los cortes hay que hacerlos mucho más finos y se corre el peligro de que la carta se rompa. Prueba a construirlo.


    


    El problema isoperimétrico


    


    El juego que acabamos de comentar también proviene de la tradición clásica y hay diferentes leyendas, que se corresponden con diferentes culturas, en las que aparece descrito. En la cultura grecolatina aparece la construcción anterior en la fundación de Cartago, tal como lo relata Virgilio en La Eneida: la reina Dido, hija del rey de Muto de Tiro, huyendo de su hermano Pigmalión, llegó a la costa de África y pidió a los habitantes de su lugar de llegada que le vendiesen el trozo de terreno que pudiese ser medido con la piel de un toro. Dido supo cortar la piel en finísimas tiras, trazando una gran circunferencia que delimitaba la superficie sobre la que levantó la ciudadela de Birsa (cuyo significado en griego es «cuero») y que fue el origen de la ciudad conocida posteriormente como Cartago.


    Encontramos (con ayuda) una historia similar narrada por los celtas: Santa Brígida era hija de un cacique celta y una esclava cristiana —vendida al poco de nacer Brígida—, que fue bautizada por san Patricio, patrón de Irlanda. El milagro más famoso que se le atribuye fue uno que nosotros sabemos cómo conseguirlo: pidió un terreno para albergar una comunidad religiosa. El terrateniente le prometió que le daría lo que pudiera cubrir con su capa. Brígida se quitó la capa de los hombros y la cortó de tal forma que rodeó un terreno de unas cinco hectáreas.


    La tradición oriental atribuye la fundación de la ciudad de Bukhara a un método similar: la ciudad se fundó en el terreno rodeado por una piel; según unas fuentes, la piel era de camello; según otras, era una piel de toro. En cualquier caso, fuera toro o camello, la construcción geométrica que permitió fundar la nueva ciudad era similar a la que hemos descrito.


    Los antiguos eran conocedores de que, de entre todas las curvas cerradas con la misma longitud, la circunferencia es la que delimita una mayor superficie: Pappus de Alejandría (300 a. C.) cita que «de entre todas las figuras equiláteras y equiangulares, aquella que tiene el mayor número de ángulos es la más grande, siendo la mayor de todas ellas el círculo con perímetro igual a las otras». El teorema que afirma que la circunferencia es la curva cerrada que encierra una mayor área se conoce como problema isoperimétrico y, aunque se intuía que la curva que contiene la mayor superficie era la circunferencia, no pudo probarse hasta el siglo XIX, cuando Jacob Steiner lo «hizo» mediante métodos geométricos. Esta demostración supuso un nuevo punto de fricción entre los partidarios de utilizar métodos de cálculo (los analistas) y los que optaban sólo por métodos geométricos (los sintéticos). La prueba de Steiner era una prueba sintética, pero tenía un pequeño fallo, que más tarde se pudo completar utilizando métodos analíticos. Una vez más, la experiencia muestra que no es bueno tomar partido exagerado por nada. También nos enseña que incluso los grandes cometen errores y que la matemática ha avanzado a fuerza de errores que después han sido corregidos.


    La construcción geométrica que nos ocupa también tiene que ver con la rectificación de un área. En efecto: podemos pensar que un área se obtiene poniendo muchos rectángulos muy finos juntos, colocando uno a continuación de otro, juntándolos por el lado mayor. Si en vez de colocar un rectángulo al lado del siguiente pegándolos por los lados mayores, los pegamos por los lados menores, obtendríamos una figura muy larga y estrecha, de modo similar a como Dido construyó su cuerda.


    


    La cuadratura del círculo


    


    Al principio del capítulo aparecía el problema de la cuadratura del círculo y la imposibilidad de su solución. Todo este tiempo hemos estado dando vueltas alrededor de un círculo, algunas veces contando —como en el problema de Josefo— y otras estirando curvas. Han aparecido muchos números, pero quien todavía no había aparecido o sólo se había asomado muy tímidamente a estas páginas es π. Este número nos sirve para calcular la longitud de una circunferencia o para calcular el área de un círculo. En la enseñanza elemental estudiamos que el valor de π es 3,14 o que es 3,1416, aunque, en realidad, el valor exacto está comprendido entre ambas aproximaciones. El símbolo π para expresar la razón entre la longitud y el diámetro de una circunferencia se debe al matemático inglés William Jones, en 1706; y quien difundió esta notación fue el gran Leonhard Euler, que popularizó el uso de este símbolo en su libro Introductio in analysin infinitorum. La razón de usar ese símbolo era la forma griega de escribir «perímetro»: περιµτρν y la inicial de la palabra.


    Euler es el autor de una fórmula mágica:


    


    eiπ = –1


    


    La primera vez que vi esta fórmula, en el libro de filosofía que utilizaba en el instituto, pensé que era un error. ¿Qué era eso de elevar el número e a algo imaginario?; y, si eso fuese posible, no podría dar un resultado «tan limpio». Pues sí, era correcto, y todo resulta sorprendentemente mágico. La fórmula de Euler involucra a tres números «raros», que son i, π y e. De π ya estamos hablando; e es el número que actúa como base de los logaritmos neperianos, y el uso de esa letra para representar a 2,718281... también se debe a Euler y a su Introductio in analysin infinitorum. Finalmente, i es la unidad imaginaria, o lo que es lo mismo, la raíz cuadrada de –1. También fue Euler quien recomendó el uso de los números imaginarios en Anleitung zur Algebra.


    De igual modo parecen mágicas las aproximaciones de π. Arquímedes, utilizando un polígono de 96 lados, llegó a probar que 3,140845 < π < 3,142858 El valor de π se aproxima muy bien por el número [image: ], donde ɸ representa la razón áurea. También es curioso el siguiente procedimiento que aproxima a π: escribe los números impares del 1 al 5 dos veces cada uno (113355). Rompe esa serie con números por la mitad y divide el número más grande entre el más pequeño (i.e., haz la operación 355/113). El resultado es una aproximación de π con seis cifras decimales, que ya era conocida por los matemáticos chinos en el siglo IV. La aproximación más usual de π es la fecha en la que nació Einstein (14 de marzo, en formato inglés de fecha); y en Estados Unidos se celebra el Día de Pi, que se enfatiza a la 1:59, que da los siguientes decimales del número en cuestión.


    Hasta ahora todavía no se ha explicado por qué era imposible conseguir la cuadratura del círculo. Todo se debe a que, al igual que e, es un número trascendente. Estos números son números que no son racionales y ni siquiera son soluciones de ecuaciones polinómicas con coeficientes racionales (¡vaya frase!; me permito la licencia como un exceso final y un aperitivo para otro libro). Lo que es importante es que esos números no pueden ser construidos sobre la recta con regla y compás. Probar la trascendencia de pi fue equivalente a probar la imposibilidad de conseguir la cuadratura del círculo, pero la demostración de aquella trascendencia no pudo lograrse sino hasta 1882, por el matemático alemán Ferdinand von Lindemann. La inclusión de la fecha no es trivial: da una idea del esfuerzo que debe hacerse para buscar el porqué de las cosas y conseguir cerrar problemas que llevan abiertos mucho tiempo.


    La trascendencia de pi implica su irracionalidad, es decir, la imposibilidad de ser expresado como una fracción (eso ya se lo debía de imaginar el lector, pues si fuera posible escribirlo como fracción, sería constructible mediante regla y compás). En particular, eso implica que no hay secuencias de repetición de sus dígitos cuando se expresa en forma decimal. Recordar sus decimales es una tarea difícil, y hay algunos textos que pueden ayudar. El siguiente «piema» (de origen desconocido, al menos para el autor de este libro) permite recordar los 32 primeros dígitos de π contando el número de letras en cada palabra:


    


    Voy a amar a solas,


    deprimido no sabrán jamás que sueño hallarte,


    perímetro difícil, escondido


    que en mis neuronas late...


    Oscuro el camino para ver


    los secretos que tú ocultas


    ¿hallarlos podré?...


    


    3, 14159 26535 89793 23846 26433 83279 5.


    


    Siguiendo con la literatura, recordaremos que la poetisa Wislawa Szymborska, galardonada con el Premio Nobel de Literatura en 1996, tiene un poema dedicado a este número. También existe una película, dirigida por Darren Aronofsky, titulada Pi y que trata de un matemático. La relación de π con el cine y la televisión que puede resultar más sorprendente es el capítulo titulado El lobo en el redil, de la segunda temporada de la serie original Star Trek: el ordenador principal de la nave Enterprise es tomado por un sentido maligno; Spock manda a la computadora que calcule π hasta su último dígito, tarea imposible que consume todos los recursos de la máquina y así pueden volver a tomar el control de la nave. El personaje de Spock tiene bastante que ver con la matemática, ya que continuamente se está debatiendo entre la razón y la lógica de su mitad Vulcano, y la emoción y la intuición de su mitad humana. Como hemos visto a lo largo de este libro, la matemática se ha debatido (y probablemente siga haciéndolo) entre el rigor y la lógica en sí mismas, y la accesibilidad, la utilidad y el divertimento.


    


    [image: ] Cuadrando el círculo


    


    Terminaremos, cual si de una actuación de magia se tratara, con un número fuerte de ilusionismo. Gracias a la magia conseguiremos resolver un problema que resultó imposible para los matemáticos: resolveremos el problema de la cuadratura del círculo.


    Hemos visto cómo la matemática está muy relacionada con algunos juegos de magia. También aparecen cuestiones de física, mecánica o ingeniería. El procedimiento empleado para lograr la cuadratura del círculo es un ejemplo de ello: necesitaremos 4 tiras rectangulares de metal flexible. Podemos cortarlas, por ejemplo, de un metro flexible que ya no utilicemos. También habrá que hacer un pequeño agujerito cerca de los extremos, tal como señala la parte izquierda de la figura 72.


    Uniendo estas cuatro tiras por medio de unos remaches o tornillitos como se muestra en la parte derecha de la figura, habremos conseguido montar un cuadrado. Ahora, debemos agarrar el cuadrado con los dedos, pinzándolo con el pulgar y el índice de cada mano, más o menos hacia el punto medio de los lados verticales. A continuación haremos un movimiento de giro con esa pinza de los dedos, con ambas manos a la vez, del interior hacia el exterior del cuadrado, como queriendo poner de canto los lados por donde estamos sujetando el cuadrado.
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    FIGURA 72. La cuadratura del círculo.


    


    El procedimiento con el que se suele presentar este juego es precisamente el inverso de éste: se sale a escena con el círculo formado y se puede aprovechar para contar el problema matemático de la cuadratura del círculo, del que ya hemos hablado aquí. Continuaremos recordando que es un problema insoluble, pero que sí puede ser resuelto por los magos. En ese momento, subimos el círculo al mismo tiempo que hacemos un movimiento hacia dentro con los dedos pulgar e índice (el movimiento inverso al que hay que hacer para formar el círculo), con lo que conseguiremos tener un cuadrado y habremos logrado nada menos que la cuadratura del círculo.
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